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một kết quả của L.Ling, C.Ling, H.He [Pac. J. Optim, 16(1) 155-174, 

2020] về tính chất của tập nghiệm đối với bài toán bù đa thức tổng 
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1. Đặt vấn đề 

Trong khoảng 20 năm gần đây, bài toán bù trong lý thuyết tối ưu được đề cập đến một cách 

khá mạnh mẽ [1]-[8]. Sở dĩ như vậy vì bài toán bù không chỉ là một bài toán quan trọng của lý 

thuyết tối ưu, mà còn liên quan đến bài toán cân bằng, một bài toán nảy sinh trong nhiều lĩnh vực 

như: lý thuyết trò chơi, kinh tế học (điểm cân bằng Walras, cân bằng giá không gian), cơ học (cơ 

học kết cấu, cơ học tiếp xúc), bài toán cân bằng giao thông... Mối liên quan giữa bài toán bù và 

bài toán cân bằng cũng như tổng quan về các loại bài toán bù và ứng dụng có thể xem trong [1]. 

Bài toán bù đa thức tổng quát và tính chất tập nghiệm của bài toán này được nghiên cứu trong 

[2]-[4]. Nói riêng, định lý 3.1 của bài báo [2] cho một điều kiện đủ để tập nghiệm của bài toán bù 

đa thức tổng quát là một tập compact khác rỗng. Trong bài báo này chúng tôi chỉ ra rằng định lý 

3.1 [2] vẫn còn đúng nếu thay các ánh xạ đa thức )(),( xGxF trong định lý đó [2] bằng các ánh xạ 

tổng quát hơn, được chúng tôi gọi là các ánh xạ tựa thuần nhất. 

Dưới đây không gian véc tơ thực n-chiều sẽ được ký hiệu bởi 
n

R , tích vô hướng của các véc 

tơ vu, n
R  được ký hiệu bởi vu, , chuẩn Euclid của véc tơ x

n
R ký hiệu bởi x ,

 0: =+ tt RR . Nón đối ngẫu *K  của nón lồi K trong 
n

R  được định nghĩa bởi: 

                                             )(0,:* KxuxuK = n
R ; 

*K luôn là một nón lồi đóng trong 
n

R . Nếu K là nón lồi đóng trong 
n

R  thì 

KKK == *)*(** . 

2. Các khái niệm  

Định nghĩa 1.1: Cho hai ánh xạ liên tục TS, từ  
n

R  vào 
n

R  và  nón lồi đóng K trong
n

R . 

Bài toán tìm 
n

Rx  sao cho *)(,)( KxTKxS   và 0)(),( =xTxS  gọi là bài toán bù tổng 

quát, ký hiệu bởi ),,( KTSGCP . Tập nghiệm của bài toán ),,( KTSGCP được ký hiệu là 

),,( KTSSOL . 

Định nghĩa 1.2: Ánh xạ 
kn

RR →:H  được gọi là thuần nhất dương bậc Rp   nếu với mọi 

0t , mọi 
n

Rx  ta có )()( xHttxH p= .  

Ví dụ:  Các ánh xạ ))(,(),(),,(),( 2
21

3 6
2

6
12121

2
2

2
121 xxxxxxGxxxxxxH ++=+=  là các ánh  

xạ thuần nhất dương bậc 2 từ 
2

R  vào 
2

R . 

Định nghĩa 1.3: Cho ánh xạ 
nn

RR →:F , ta viết )0()(0 = pxF
p

 nếu: 

                                                       0
)(

lim =
→ px x

xF
. 

Định nghĩa 1.4:  Ánh xạ  
nn

RR →:T được gọi là một ánh xạ tựa thuần nhất bậc 0p  nếu 

có thể biểu diễn FHT += , trong đó H  là một ánh xạ thuần nhất dương bậc p  và )(0
p

xF = . 

Lớp các ánh xạ tựa thuần nhất bậc p  được ký hiệu bởi ))(0,( ppH . 

Nhận xét 1: Dễ thấy rằng axAxT km
m

k

k += −
−

=


1

1

)()( , trong đó 2, ,  max
n

R ,
)(k

A là tensor  

vuông n-chiều ( 1n ) cấp km− , là một ánh xạ thuộc ))1(0,1( −− mmH .  

Phỏng theo định nghĩa 2.4 trong [2], chúng tôi đưa ra khái niệm cặp ánh xạ thuần nhất dương 

chính quy ngoại trừ đối với một nón lồi đóng K  trong  
n

R  như sau:   
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Định nghĩa 1.5:  Cho nón lồi đóng K và GH,  là hai ánh xạ thuần nhất dương tương ứng bậc 

qp,  từ 
n

R  vào 
n

R . Ta nói rằng GH,  là một cặp chính quy ngoại trừ đối với K nếu không 

tồn tại bộ ba   ++  RRR
n

)0\(),,( stx  thỏa mãn các điều kiện sau: 

(ER1): *)(,)( KsxxGKtxxH ++ ; 

(ER2):  0)(,)( =++ sxxGtxxH . 

Định nghĩa 1.6:  Ánh xạ 
nn

RR →:T được gọi là xác định dương trên 
n

R nếu: 

                                                  0,0, \R
n xTxx . 

Nhận xét 2: Các ánh xạ tuyến tính từ  
n

R  vào 
n

R  cho bởi các ma trận vuông cấp n đối xứng 

và xác định dương A  là ví dụ về một ánh xạ thuần nhất dương bậc 1 xác định dương trên
n

R . 

Ánh xạ 
22

RR →:T  cho bởi công thức: 

                                           






=


=

−

0),0(

;0),(
),(

1
3
2

1
3
2

/3
1

21

12

xkhix

xkhixex
xxT

xx

 

là ví dụ về một ánh xạ liên tục, thuần nhất dương bậc 3 và xác định dương trên 
2

R , nhưng 

không thuộc lớp các ánh xạ đa thức. 

Định nghĩa 1.7: Tập nghiệm ),,( KTSSOL  khi TS,  là các ánh xạ tựa thuần nhất bậc qp,  

tương ứng gọi là tập nghiệm của bài toán bù tựa thuần nhất tổng quát. 

Sơ đồ chứng minh kết quả chính của chúng tôi tương tự như chứng minh của định lý 3.1  

trong  [2]  nên chúng tôi cũng cần đến khái niệm dãy ngoại trừ được khảo sát trong [5]-[7]: 

Định nghĩa 1.8:  Cho hai ánh xạ liên tục TS, từ 
n

R  vào 
n

R  và  nón lồi đóng K  trong 
n

R . 

Dãy   n
R



=1

)(

i

i
x  gọi là một dãy ngoại trừ đối với bài toán ),,( KTSGCP  nếu:  

1) =
→

)(
mli i

i
x ; 

2) Tồn tại một dãy các số dương  
=1ii  thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

  0)(,)(*,)(,)( )()()()()()()()( =++++ i
i

ii
i

ii
i

ii
i

i xxTxxSKxxTKxxS  . 

 Bổ đề quan trọng sau đây được chứng minh trong [7] và được chứng minh lại trong [2]: 

Bổ đề 1.1: Cho các ánh xạ liên tục TS, từ 
n

R  vào 
n

R  và  nón lồi đóng K  trong
n

R . Hai 

khả năng sau loại trừ nhau: 

1) ),,( KTSSOL ; 

2) Tồn tại dãy ngoại trừ   n
R



=1

)(

i

i
x  đối với bài toán ),,( KTSGCP . 

Một trong các kết quả chính của bài báo [2] là định lý sau (định lý 3.1,[2]), chúng tôi diễn đạt 

lại để tránh sử dụng các ký hiệu cồng kềnh trong [2]: 

Định lý 1.2:  Giả sử K  là nón lồi đóng trong 
n

R và : 

1) TS, là các ánh xạ đa thức từ 
n

R  vào 
n

R  cho bởi các công thức : 

                          bxBxTaxAxS jl
l

j

jkm
m

k

k +=+= −
−

=

−
−

=


1

1

)(
1

1

)( )(,)(         (
n

Rbax ,, ), 

trong đó 
)()( , jk

BA  là các tensor vuông n-chiều cấp jlkm −− ,  tương ứng; 

2) 
)1()1( , BA  là cặp ánh xạ chính quy ngoại trừ đối với nón K ; 

3) Nếu lm   thì 
)1(

A xác định dương trên
n

R , nếu lm   thì 
)1(

B  xác định 

dương trên
n

R . 
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Khi đó ),,( KTSSOL  và là tập compact trong 
n

R . 

Mở rộng định lý trên từ lớp các ánh xạ đa thức sang lớp các ánh xạ tựa thuần nhất là mục đích 

của bài báo này. 

3. Kết quả chính 

Trong mục này chúng tôi chứng minh định lý sau: 

Định lý 2.1: Giả sử K  là nón lồi đóng trong 
n

R và : 

     1) TS,  là các ánh xạ tựa thuần nhất từ 
n

R  vào 
n

R  cho bởi các công thức : 

                                     ))(0,()),(0,( qqHGKTppHFHS qp +=+=  , 

trong đó qp,  
là các số dương; qp KH ,  là các ánh xạ liên tục, thuần nhất dương bậc qp,  

(tương ứng) từ 
n

R vào 
n

R  và )(0,(0 )
qp

xGxF ==  là các ánh xạ liên tục từ 
n

R vào
n

R ; 

 2) qp KH , là cặp ánh xạ chính quy ngoại trừ đối với nón K ; 

 3) Nếu qp   thì 
pH  là ánh xạ xác định dương trên

n
R , nếu pq   thì 

qK  là ánh xạ xác 

định dương trên 
n

R . 

Khi đó ),,( KTSSOL  và là tập compact trong 
n

R . 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh ),,( KTSSOL . 

Giả sử trái lại =),,( KTSSOL . Khi đó theo bổ đề 1.1 tồn tại dãy ngoại trừ   n
R



=1

)(

i

i
x  

đối với bài toán ),,( KTSGCP . Vậy tồn tại dãy số dương  
=1ii  sao cho: 

)()()()( )(,)(0 i
i

ii
i

i xxTxxS  ++=  (1) 

*)(,)( )()()()( KxxTKxxS i
i

ii
i

i ++   (2) 

trong đó =
→

)(
iml i

i
x .  

Tử (1) và biểu diễn của các ánh xạ TS,  ta  nhận  được: 

++++= )()()()()()( )()(,)()(0 i
i

ii
q

i
i

ii
p xxGxKxxFxH   

2
)(2)()()()()(

)()()()(

)()()()(,

)()(),()(0

i
i

ii
q

ii
p

i
i

ii
q

ii
p

xxGxKxFxHx

xGxKxFxH

 ++++

+++=

 
(3) 

Do K là nón lồi đóng ta có KK =** , vậy vai trò của các số qp,  là như nhau trong giả thiết 

của định lý 2.1. Do đó, không giảm tổng quát ta có thể xem qp  . Đặt 
1

)(
−

=
q

i

i
i

x

t


. Ta khẳng  

định rằng dãy  
=1iit  bị chặn. Thực vậy, nếu dãy  

=1iit  không bị chặn thì thay  
=1iit  bằng dãy 

con của nó nếu cần, ta có thể xem  
=1iit  là dãy dần tới vô cực. Chia cả hai vế của (3) cho 

qp
ix

+
)( ta nhận được: 

                        

qp
i

iii
q

ii
p

i

p
i

i

qp
i

ii
q

ii
p

x

t
xGxKxFxHx

x

t

x

xGxKxFxH

−+

+

++++

+
++

=

)(

2
)()()()()(

1
)(

)(

)()()()(

)()()()(,

)()(),()(
0
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qp
i

iii
q

ii
p

i

p
i

i

q
i

ii
q

p
i

ii
p

x

t
xGxKxFxHx

x

t

x

xGxK

x

xFxH

−+
++++

+
++

=

)(

2
)()()()()(

1
)(

)(

)()(

)(

)()(

)()()()(,

)()(
,

)()(
0

 (4) 

Dùng tính  p-thuần nhất dương (tương ứng q-thuần nhất dương) của các ánh  xạ 
qp KH ,  ta có 

thể viết lại (4) dưới dạng: 

qp
i

i

p
i

i

i

i

qqp
i

p
i

i

i

i

pi

i

i

q
i

i

i

i

p
i

i

i

i

p

x

t

x

xG

x

x
K

xx

xF

x

x
H

x

x
t

x

xG

x

x
qK

x

xF

x

x
H

−−
++++

+++=

)(

2

)(

)(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)(

1)(
)(,

)(
)(,

)(
)(0

 (5) 

Nhận xét 3: Bởi vì mặt cầu đơn vị trong  không  gian 
n

R  là tập compact, 
qp KH ,  là các ánh 

xạ liên tục từ 
n

R vào
n

R , )(0),(0
qp

xGxF ==  thì dễ thấy số hạng thứ nhất ở vế phải  của (5) 

là đại lượng bị chặn khi 
)(ix  đủ lớn. Để chứng tỏ rằng giả thiết   

=1iit  là dãy dần tới vô cực 

dẫn tới mâu thuẫn ta phân biệt hai trường hợp: 

Trường hợp 1:  qp = . Trong trường hợp này (5) trở thành: 

2

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)(

)(
)(,

)(
)(,

)(
)(0

ip
i

i

i

i

pp
i

i

i

i

pi

i

i

p
i

i

i

i

pp
i
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                 (6) 

Chia cả hai vế của (6) cho 
2

it  ta được: 
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x
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x

t

x

xG
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K

x
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x
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                 (7) 

Cho →i , dùng nhận xét 3 ở trên và nhớ rằng →→ )(, i
i xt  từ (7) ta nhận được mâu 

thuẫn  0=1.  

Trường hợp 2:  qp  . Trong trường hợp này từ (5) ta có bất đẳng thức: 
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x
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x
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x
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)()(
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)(

)(
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)(

)(

)(
)(

1)(
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)(
)(,

)(
)(0
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                 (8) 

Bởi vì dãy 
== 1)(

)(
)( }{ ii

i
i

x

x
   là dãy thuộc mặt cầu đơn vị của 

n
R  thì từ tính compact của mặt 

cầu này ta suy ra có một dãy con của dãy  )(i
  hội tụ tới một phần tử   của mặt cầu đơn vị 

trong 
n

R .Thay dãy  )(i
  bằng dãy con của nó hội tụ tới   nếu cần, ta có thể coi chính dãy 

 )(i
  hội tụ tới  . Do 

pH  xác định dương trên 
n

R và 1=  ta có 0)(,  pH . Cho 

→i  trong (8) và lại dùng nhận xét 3, chú ý rằng khi qp   hệ số của it  trong vế phải  (8) có 

giới hạn là 0)(,  pH  khi →i , ta nhận được mâu thuẫn  +0 . 

Các mâu thuẫn nhận được chứng tỏ rằng dãy  
=1iit  phải là dãy bị chặn. Các hệ thức (1), (2) 

bây giờ có thể viết lại dưới dạng: 

)(
1

)()()()(
1

)()()( )()(,)()(0 i
q

i
i

ii
q

i
q

i
i

ii
p xxtxGxKxxtxFxH

−−

++++=                  (9) 

*)()(,)()( )(
1

)()()()(
1

)()()( KxxtxGxKKxxtxFxH i
q

i
i

ii
q

i
q

i
i

ii
p ++++

−−

 (10) 

Lại xét dãy 
== 1)(

)(
)( }{ ii

i
i

x

x
  và lý luận như trên, ta có thể xem rằng  =

→
i

i
lim . Các hệ thức 

(9) và (10)  trở thành: 

)()()()()()()()( )()(,)()(0 i
q

i
i

ii
q

i
q

i
i

ii
p xtxGxKxtxFxH  ++++=  (11) 

*)()(,)()( )()()()()()()()( KxtxGxKKxtxFxH i
q

i
i

ii
q

i
q

i
i

ii
p ++++   (12) 

Do dãy  
=1iit  bị chặn, bằng cách thay  

=1iit bởi một dãy con hội tụ của nó nếu cần, ta có thể 

xem rằng 0lim =
→

tti
i

. 

Xét trường hợp qp = : Từ các hệ thức (11), (12) suy ra: 
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KKt

x

xF

x

x
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ip
i

i

i

i

p
i

ip
i

i

i

i

p ++++   (14) 

Cho →i , từ các hệ thức (13), (14) ta nhận được: 

*)(,)(,0)(,)( KtKKtHtKtH pppp ++=++   (15) 
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Hệ thức (15) mâu thuẫn với giả thiết rằng cặp ánh xạ pp KH ,  là một cặp ánh xạ chính quy 

ngoại trừ đối với nón K. 

Xét trường hợp qp  : Từ các hệ thức (11), (12) suy ra: 
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p ++++
−




 (17) 

Do  0− qp  và  →)(ix , cho →i  trong các hệ thức (16), (17) ta nhận được: 

*)(,)(,0)(),( KtKKHtKH qpqp +=+   (18) 

Các hệ thức (18) mâu thuẫn với giả thiết rằng cặp ánh xạ qp KH ,  là một cặp ánh xạ chính quy 

ngoại trừ đối với nón K. 

Như vậy, giả thiết phản chứng =),,( KTSSOL  dẫn tới mâu thuẫn với giả thiết 2) của định 

lý 2.1 về tính chính quy ngoại trừ đối với nón K của cặp ánh xạ 
qp KH , . Điều này chứng minh 

rằng ),,( KTSSOL . 

Bây giờ ta chứng minh tính compact của tập ),,( KTSSOL . Giả sử n
Rz là một điểm giới 

hạn của tập ),,( KTSSOL . Khi đó tồn tại một dãy   


=1
)(

i
iz ),,( KTSSOL  sao cho zz i →)(

 khi 

→i . Vì   


=1
)(

i
iz ),,( KTSSOL  ta có: 

0)(),(*,)(,)( )()()()( = iiii zTzSKzTKzS  (19) 

Cho →i  trong (19) và dùng tính liên tục của các ánh xạ TS, , tính đóng của các nón

*,KK  ta nhận được:                 0)(),(*,)(,)( = zTzSKzTKzS . 

Vậy ),,( KTSSOLz , nghĩa là ),,( KTSSOL  là tập đóng. 

Tính bị chặn của tập ),,( KTSSOL  được chứng minh bằng phản chứng. Giả sử trái lại 

),,( KTSSOL  không bị chặn. Khi đó tồn tại dãy   


=1
)(

i
ix ),,( KTSSOL  sao cho +=

→

)(lim i

i
x . 

Vậy ta có: 

0)(),(*,)(,)( )()()()( = iiii xTxSKxTKxS  (20) 
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Dùng tính p-thuần nhất dương (tương ứng q-thuần nhất dương) của các ánh  xạ qp KH , và tính 

chất của các nón, từ (21) ta nhận được: 
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 (22) 
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Lại do dãy 
== 1)(

)(
)( }{ ii

i
i

x

x
   là dãy thuộc mặt cầu đơn vị của n

R , không  mất tính tổng quát ta 

có thể xem dãy này hội tụ về phần tử    thuộc mặt cầu đơn vị của n
R . Cho →i  trong  (22) ta 

nhận được: 

0)(),(*,)(,)( =  qpqp KHKKKH  (23) 

Các hệ thức (23) mâu thuẫn với tính chính quy ngoại trừ đối với nón K của cặp ánh xạ 

qp KH , . Vậy tập ),,( KTSSOL  là tập bị chặn. Ở trên ta đã chứng minh rằng ),,( KTSSOL  là tập 

đóng, do đó ),,( KTSSOL  là tập compact và chứng minh của định lý 2.1 kết thúc. 

4. Kết luận 

Từ các nhận xét 1 và nhận xét 2  ở trên suy ra rằng tập các ánh xạ đa thức là tập con thực sự 

của tập các ánh xạ tựa thuần nhất, do đó định lý 2.1 thực sự mạnh hơn định lý 1.2 (tức là định lý 

3.1 [2]). 
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