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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  13/3/2022 Bài báo trình bày ứng dụng phương pháp sai phân hữu hạn để nghiên 

cứu trạng thái ứng suất biến dạng của tấm tròn theo lý thuyết phi cổ 

điển. Mô hình tính toán trạng thái ứng suất biến dạng đối với tấm 

tròn được xây dựng trên cơ sở hệ tọa độ 3 chiều, là hệ phương trình 

vi phân bậc 2 với các hệ số thay đổi. Để giải bài toán này, có thể sử 

dụng các phương pháp tính gần đúng, phương pháp số như phương 

pháp phần tử hữu hạn, sai phân hữu hạn. Trong bài báo này, tác giả 

trình bày ứng dụng phương pháp sai phân hữu hạn để giải bài toán 

tấm tròn chịu tải trọng cục bộ. Dựa trên kết quả tính toán đã đưa ra so 

sánh kết quả thu được bằng lý thuyết cổ điển và phi cổ điển. 
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1. Giới thiệu 

Ngày nay nhiều chi tiết kết cấu trong lĩnh vực hàng không và tên lửa - vũ trụ, trong đó tại các 

vị trí khớp nối, liên kết được chế tạo dưới dạng vỏ, tấm và dầm với các đặc trưng độ cứng, chiều 

dày thay đổi. Do đó, nhiệm vụ tăng độ tin cậy cho các phương pháp tính toán tấm bằng cách tính 

đến trạng thái ứng suất biến dạng (TTUSBD) trong các vùng biên của nó, tức là vị trí ngàm chặt, 

tải cục bộ, v.v., nơi diễn ra TTUSBD kiểu "lớp biên". Trong tài liệu [1] trình bày các phương 

pháp tính toán các kết cấu thành mỏng của cơ học kết cấu theo lý thuyết cổ điển. Với sự phát 

triển vượt bậc của công nghệ thông tin và các phần mềm mô phỏng số, tích hợp các phương pháp 

tính (FEM, FDM, FVM) cho kết quả đạt được là tối ưu. Bên cạnh đó cũng có nhiều phương pháp 

phi cổ điển được sử dụng để nghiên cứu độ bền của tấm, vỏ và các loại kết cấu theo các hướng 

khác nhau [2]-[4], đặc biệt tại các vị trí ngàm chặt, lực tập trung, tải trọng cục bộ.  

Trạng thái ứng suất biên của tấm chữ nhật có độ dày thay đổi dưới tác dụng của tải trọng phân 

bố đều và tải trọng cục bộ được giới thiệu trong [5], [6]. Phương trình trạng thái của tấm được 

xây dựng trên cơ sở lý thuyết đàn hồi 3 chiều. Các chuyển vị theo hướng vuông góc với mặt 

phẳng trung bình của tấm được biểu diễn dưới dạng đa thức, cao hơn 2 bậc so với lý thuyết cổ 

điển của Kirchhoff-Love. Hệ phương trình cân bằng và các điều kiện biên thu được bằng cách sử 

dụng phương pháp biến phân Lagrange. Theo hướng nghiên cứu này, trạng thái ứng suất biến 

dạng của vỏ nón, vỏ cầu được trình bày trong tài liệu [7], [8]. Để giải hệ phương trình vi phân 

bậc cao với hệ số thay đổi có thể sử dụng phương pháp sai phân hữu hạn [9], [10]. 

Bài báo này trình bày các kết quả nghiên cứu trạng thái ứng suất biến dạng tấm tròn theo lý 

thuyết phi cổ điển bằng phương pháp sai phân hữu hạn. Phương pháp này cho phép chúng ta 

không chỉ giải các bài toán về tấm mỏng, mà còn cả các tấm có độ dày trung bình. Trên cơ sở đó, 

đưa ra so sánh các kết quả tính toán trạng thái ứng suất - biến dạng của tấm tròn theo các lý 

thuyết cổ điển và phi cổ điển. 

2. Hệ phương trình cân bằng của tấm tròn theo lý thuyết phi cổ điển 

Nghiên cứu tấm tròn có độ dày thay đổi đối xứng với mặt phẳng trung tuyến, chịu tải trọng 

( ),q r  , trong hệ tọa độ trụ không thứ nguyên ( ), ,r z (Hình 1). Gọi a và b là bán kính bên ngoài 

và bên trong của tấm, độ dày thay đổi là 2h(r). Các cạnh bên ngoài và bên trong của tấm với điều 

kiện biên có thể tự do, tựa hoặc được ngàm chặt. 

  
Hình 1. Tấm tròn có độ dày thay đổi 

Theo tài liệu [2], sử dụng xấp xỉ sau đối với trường chuyển vị của tấm: 
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Phương trình hình học theo lý thuyết đàn hồi 3 chiều có dạng: 
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 (2) 

Ứng suất của tấm được tính theo các biểu thức: 
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Trong đó, các hệ số 
0,G   là các hằng số đàn hồi vật liệu của tấm.  

Thay các biểu thức (1), (2), (3) vào phương trình vi phân cân bằng của tấm theo phương pháp biến 

phân Lagranger [6], thu được hệ phương trình cân bằng của tấm tròn theo lý thuyết phi cổ điển:  
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Ở đây các hệ số K với ký hiệu trên và dưới là các tham số thay đổi, phụ thuộc vào độ dày tấm 

và các hằng số đàn hồi vật liệu của tấm. Đây là hệ phương trình vi phân bậc 2, không thuần nhất 

với các hệ số thay đổi. Do đó có thể sử dụng phương pháp biến đổi lượng giác để chuyển về hệ 

phương trình vi phân thuần nhất.               

3. Hệ phương trình vi phân thuần nhất cho bài toán biên 

Khảo sát tấm tròn đẳng hướng, độ dày ( )h r , trong đó h z h−   , tọa độ z = 0 tương ứng với 

mặt phẳng trung bình của tấm. Giả sử tấm tròn trên hình 1 có biên ngàm chặt tại các cạnh 

,r a r b= = , khi đó tải trọng và chuyển vị của tấm được biểu diễn dưới dạng chuỗi lượng giác.  
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(5) 

Thay (5) vào hệ phương trình cân bằng (4), thu được hệ phương trình vi phân thuần nhất đối 

với các hàm chuyển vị imU , imV , jmW , 0,3,i =  0,2j = , 1,2,3,...m =
 
có dạng như sau: 
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Để giải hệ phương trình (6), ta sử dụng phương pháp sai phân hữu hạn để chuyển về hệ 

phương trình đại số. Các xấp xỉ bậc 1 và bậc 2 được tính gần đúng bằng công thức: 
2

2 21 1 1 1

2 2

2
( ); ( )

2

i i i i iy y y y y y y
O s O s

x s x s

+ − + − −  − +
= + = +

   
Sau khi biến đổi thu được hệ phương trình đại số sau: 
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Trong đó, 01,( 1),i N= −  và s – tương ứng là số nút chia và bước chia theo sơ đồ sai phân. Tại các 

vị trí gần biên, vị trí tải trọng cục bộ, có thể tăng số lượng các điểm chia, giúp cho độ chính xác đạt 

được cao hơn. Chương trình tính toán được lập trình bằng phần mềm Maple. 

4. Tính toán trạng thái ứng suất của tấm tròn dưới ảnh hưởng tải trọng cục bộ  

Khảo sát tấm tròn có độ dày thay đổi, chịu ảnh hưởng của tải trọng cục bộ: 

( )

1

1
0 1 2 1 2

2 1

2

0,

3 ( )
, sin sin( ), , (5 7 ) /12, (5 7 ) /12. (8)

0,

b r r

r r
q r Q r r r r a b r b a

r r

r r a


 

 


 −
=   = + = +  

− 
  

Các cạnh ,r a r b= =  của tấm được ngàm chặt. Kích thước chiều dài, chiều rộng của tấm là: 

( )1a m= , ( )0,5b m= , ( )0,025mh m= , ( )0 0,01h m= , độ dày tấm xác định theo công thức: 

( )( ) ( )mh r h tg a r= −  − , ( ) 0( ) /mtg h h a = − , 2 − góc nghiêng của tấm (Hình 1). Hệ số 

Poisson 0,3 = , môđun đàn hồi 112 10E =  Pa.  

Kết quả tính ứng suất của tấm tròn theo lý thuyết phi cổ điển được thể hiện trên đồ thị Hình 2 

và Hình 3. Trên các hình này, ký hiệu “PCĐ” tương ứng với lý thuyết phi cổ điển và “CĐ” tương 

ứng với lý thuyết cổ điển. Phân tích các kết quả thu được, ta thấy ngoài vùng biên, các giá trị ứng 

suất thu được theo lý thuyết cổ điển và phi cổ điển hầu như trùng với nhau. Điều này khẳng định 

được độ chính xác của phương pháp phi cổ điển.  

Sai khác giữa các kết quả tại vùng biên lớn nhất là trên Hình 3, tại vị trí tải trọng cục bộ, ứng 

suất   theo hai lý thuyết chênh lệch nhau 40% tại vị trí r = 0,75 m. Khi xác định trạng thái ứng 

suất của tấm tròn theo phương pháp phi cổ điển, ứng suất tại lớp biên gần vị trí ngàm chặt có sự 

thay đổi: ứng suất r  tăng thêm khoảng 25%,   tăng thêm khoảng 28,5%  tại vị trí biên r = b 

(Hình 2 và Hình 3). Như vậy, tại các vị trí ngàm chặt, vị trí tải trọng cục bộ, phương pháp PCĐ 

cho kết quả tính toán ứng suất của tấm cao hơn đáng kể so với phương pháp CĐ. 
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Hình 2. Đồ thị r  theo bán kính Hình 3. Đồ thị   theo bán kính 

5. Kết luận 

Trên cơ sở tính toán lý thuyết và ví dụ cụ thể trình bày trên có thể rút ra những kết luận sau:  

1. Sử dụng phương pháp biến phân Lagrange và phân tích các thành phần chuyển vị của tấm 

dưới dạng đa thức, cao hơn 2 bậc so với lý thuyết cổ điển, đã xây dựng được bài toán biên xác 

định TTUSBD của tấm tròn có độ dày thay đổi. 

2. Bằng phương pháp biến đổi lượng giác, đã chuyển hệ phương trình cân bằng của tấm về 

dạng thuần nhất. Sau đó sử dụng phương pháp sai phân hữu hạn để chuyển về dạng hệ phương 

trình đại số để giải bằng phần mềm MAPLE.  

3. Đưa ra so sánh kết quả tính toán TTUSBD của tấm tròn theo lý thuyết cổ điển và phi cổ 

điển. Khi thiết kế, tính toán độ bền, ứng suất biến dạng của các chi tiết dạng tấm vỏ có các điều 

kiện biên như ngàm chặt, lực tập trung, tải trọng cục bộ, nên ưu tiên sử dụng phương pháp PCĐ 

vì tại các vị trí đó kết quả tính toán ứng suất cao hơn đáng kể so với phương pháp CĐ. Phương 

pháp PCĐ cho phép chúng ta không chỉ giải các bài toán về tấm mỏng, mà còn cả các tấm có độ 

dày trung bình. 
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