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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  13/8/2022 Bài báo này đưa ra bài toán khảo sát sự hội tụ của chuỗi số dựa trên các 

kết quả gần đây về tiêu chuẩn hội tụ của một chuỗi con của chuỗi điều 

hòa trên quan điểm của lĩnh vực học máy. Trong đó, sự so sánh tính 

tương đồng về mặt hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số dương với một 

chuỗi con của chuỗi điều hòa được đưa ra làm cơ sở cho nguyên lý đưa 

ra kết luận của thuật toán. Hướng tiếp cận của lĩnh vực học máy được 

xây dựng trên cơ sở lý thuyết được chứng minh chặt chẽ, mang đến cho 

lớp bài toán này một quy trình khảo sát được thực hiện tự động. Các kết 

quả nhận được trong bài báo là hữu ích với các chứng minh rõ ràng. Đó 

là những mở rộng từ các kết quả chính về các tiêu chuẩn hội tụ của 

chuỗi con của chuỗi điều hòa, được đề xuất bởi tác giả Đinh Văn Tiệp 

và cộng sự. Sự mở rộng này theo hướng thực hành và dễ dàng hơn để 

thực thi. Do đó, trình thực thi được xây dựng trong bài báo áp dụng 

những kết quả này là khả thi và hiệu quả hơn. Các ứng dụng này hy 

vọng sẽ là tiền đề được sử dụng trong việc mở rộng theo hướng tối ưu 

hóa tốc độ và khả năng tính toán khối lượng lớn, cũng như các hướng 

tiếp cận xấp xỉ hiện đại, chẳng hạn bằng phương pháp Monte-Carlo.   
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1. Giới thiệu 

Ta xem xét chuỗi dương là chuỗi con của chuỗi điều hòa ∑     
     được biểu diễn dưới dạng 

∑     
 
                                                                        (1) 

Các kết quả trong bài báo [1] đã đưa ra một số công cụ áp dụng tính chất đẹp của các chuỗi 

(1) như vậy trong việc khảo sát sự hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số. Các kết quả này xem xét mật 

độ phân bố các số hạng của chuỗi số và đánh giá khoảng cách giữa mật độ phân bố các số hạng 

chuỗi này với chuỗi khác nhằm kết luận tính hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số thứ hai. Khoảng 

cách giữa hai nghịch đảo của hai số hạng liên tiếp trong chuỗi (1) được xét dựa vào dãy số hạng 

: , 1, 2, ...
1

n n k
k k k

   
  Một trong các kết quả quan trọng (Định lý 1) của bài báo [1] là tiêu 

chuẩn hội tụ của chuỗi (1) nếu tìm được số thực     sao cho liminf 0.
(k 1)

k

k k 




 
 Dạng 

mở rộng của kết quả này sử dụng chuỗi so sánh là một chuỗi dương tổng quát, với các số hạng là 

một dãy đơn điệu giảm về không (Định lý 2, 3 [1]). 

Bài toán học máy khảo sát sự hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số là tiền đề cho bài toán xấp 

xỉ nghiệm của một phương trình vi phân [2], phương trình đạo hàm riêng, bằng một chuỗi hàm và 

xấp xỉ giá trị nghiệm của những phương trình này tại một điểm. Trong bài báo này, ta xem xét bài 

toán đó bằng hướng tiếp cận của học máy, nhằm tự động một cách hệ thống quá trình khảo sát 

tính kỳ dị của nghiệm những phương trình vừa đề cập ở trên tại một thời điểm cụ thể [3] – [9]. 

Đây là một hướng tiếp cận mới trên cơ sở của những kết quả lý thuyết thu được trong bài báo về 

ứng dụng sự hội tụ của chuỗi con của chuỗi điều hòa. Các kết quả lý thuyết này là sự mở rộng 

theo hướng ứng dụng các kết quả đặc sắc trong bài báo [1]. Tuy nhiên, để có thể xây dựng một 

trình thực thi dựa trên cơ sở của những kết quả trong bài báo đó gặp khó khăn từ quá trình xem 

xét giới hạn cho tiệm cận của tỷ số sự phân bố các số hạng tổng quát của chuỗi được khảo sát và 

chuỗi con của chuỗi điều hòa được tham chiếu. Sự mở rộng trong bài báo này giúp cho việc xây 

dựng các trình thực thi của quá trình khảo sát sự hội tụ của chuỗi số theo quan điểm của lĩnh vực 

học máy trở lên khả thi và hiệu quả bằng việc tham chiếu đến tính hội tụ hay phân kỳ của một 

chuỗi con của chuỗi điều hòa.  

Các kết quả thu được từ sự mở rộng đó được trình bày trong mục 2.1 cùng với các ví dụ minh 

họa. Trong đó, Hệ quả 3 sẽ được sử dụng cho việc xây trình thực thi theo quan điểm học máy bởi 

tính khả thi và dễ dàng áp dụng. Đây là kết quả đặc sắc cơ bản của bài báo. Bài toán khảo sát 

chuỗi sự hội tụ của chuỗi số theo hướng tiếp cận của lý thuyết học máy được trình bày ở mục 2.2. 

Song song với đó, các trình thực thi cũng được xây dựng để khảo sát chuỗi số trên cơ sở các tiêu 

chuẩn hội tụ và phân kỳ cơ bản. Kết quả thực nghiệm cho các trình thực thi này được đề cập ở 

mục 3 của bài báo.  

2. Ứng dụng sự hội tụ chuỗi con của chuỗi điều hòa và Bài toán học máy khảo sát chuỗi số 

2.1. Một số áp dụng sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi con của chuỗi số điều hòa 

Tác giả trình bày một số áp dụng sử dụng các kết quả của bài báo [1]. Những áp dụng này có 

ý nghĩa đối với bài toán học máy cho khảo sát sự hội tụ của một chuỗi số. Trong bốn kết quả dưới 

đây, ta luôn giả sử rằng dãy số dương 1{ }k ka   hội tụ đến 0, đặt 
1

1 1
:k

k ka a




  . Các định lý và 

hệ quả sau thể hiện các áp dụng này. 

Định lý 1. Giả sử chuỗi (1) hội tụ, khi đó chuỗi dương ∑   
 
    hội tụ nếu        

  

  
      

Chứng minh. Nếu        ta suy ra tồn tại      sao cho               Nếu 

     thì với      tồn tại      sao cho               Do vậy, ta có thể quy trường 
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hợp     về trường hợp     bằng cách thay số   trong trường hợp đầu về số   trong trường 

hợp sau. Vậy, từ đây ta chỉ cần xét trường hợp    . Khi đó,  
 

    
 
 

  
  (       )        

      
 

 
  
  (       )

 
 

 
   

         

        

Mặt khác, chuỗi ∑
 

    

 
    

 hội tụ, do chuỗi (1) hội tụ, bởi tiêu chuẩn so sánh ta suy ra chuỗi 

số ∑
 

 

   
         

 
    

 hội tụ. Do đó chuỗi số ∑   
 
    hội tụ cũng theo tiêu chuẩn so sánh.        

Định lý 2. Giả sử chuỗi (1) phân kỳ. Khi đó, chuỗi ∑       phân kỳ nếu 

lim sup .k L
k

k


  

 
 

Chứng minh. Áp dụng Định lý Stolz – Cesàro, ta được 

       
   

   
  
  
    
   

   

 
    

 
 
  

       
    
   

   

 
  
  
    
   

   
 

    
  

Nếu        thì tồn tại    phụ thuộc    sao cho    
 

    
        Do đó,    

 

    
        Từ đó ta có điều phải chứng minh.       

Hệ quả 3. a) Giả sử chuỗi (1) hội tụ và chuỗi số dương ∑   
 
    thỏa mãn       (    )  

     Khi đó, chuỗi thứ hai cũng hội tụ. 

b) Giả sử chuỗi (1) phân kỳ và chuỗi số dương ∑   
 
    thỏa mãn        (    )       Khi 

đó, chuỗi thứ hai cũng phân kỳ. 

Ví dụ 1 [8]. Xét sự hội tụ của chuỗi số ∑
(    ) 

   
 
     

Sử dụng Hệ quả 3, xét dãy (   (   )
 )
   
  Ta có, 

           [(
    

  
)
   

  
] 
 

  

 

    (  
 

  
)
 

 √   

Mặt khác, 
 

(   ) 
 

 

  
       và chuỗi ∑

 

  
 
    hội tụ. Do đó, chuỗi ∑

 

(   ) 
 
    và chuỗi đã 

cho cũng hội tụ. 

Hệ quả 4. a) Giả sử chuỗi dương ∑   
 
    hội tụ, thỏa mãn        (

 

    
 

 

  
)       Khi 

đó, chuỗi ∑
 

⌊  
  ⌋

 
    hội tụ. 

b) Giả sử chuỗi dương ∑   
 
    phân kỳ và dãy (  )    đơn điệu giảm về 0, thỏa mãn 

       (
 

    
 

 

  
)       Khi đó, chuỗi ∑

 

⌊  
  ⌋

 
    phân kỳ. 

Chứng minh. a) Bởi định nghĩa của phần nguyên ta có:     ⌊ ⌋          

Khi đó, tồn tại      phụ thuộc   sao cho        

  
  
 
⌊    
  ⌋  ⌊  

  ⌋

    
     

   
    
       

  

    
     

     
 

    
     

     
 

 
    

Do đó,        
  

  
          Áp dụng Định lý 1, ta suy ra điều phải chứng minh. 

b) Tương tự trên, ta tìm được      sao cho       ta có 
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⌊    
  ⌋  ⌊  

  ⌋

    
     

   
    
       

  

    
     

     
 

    
     

     
 

 
    

Do đó,        
  

  
           Áp dụng Định lý 3 [1], ta được điều phải chứng minh.  

Ví dụ 2. Chứng minh rằng chuỗi sau hội tụ ∑ ⌊
   

(    ) 
⌋
  

 
     

Chứng minh. Ta sẽ kiểm tra điều kiện của Hệ quả 4.a. Thật vậy, xét chuỗi số 

∑  
   

 ∑
(    ) 

   

 

   

 

 

    
 
 

  
 

(   )   

(  
 

   
)
    

  

(  
 
 
)
  

(   )   

(  
 
 
)
    

  

(  
 
 
)
  

 
[(   )      ](   )

(  
 
 
)
        

(  
 
 
)
   

 
   
  

(  
 
 
)
        [  

 

 
(  

 

 
)
  

]  

Vì    
 

 
(  

 

 
)
  
    

 

 
   (  

 

 
)
  
                 [  

 

 
(  

 

 
)
  
]      

Do đó,        (
 

    
 

 

  
)     Điều này thỏa mãn điều kiện của Hệ quả 4.a. Từ đó ta suy ra 

điều phải chứng minh.      □ 

Ví dụ 3 [2]. Chứng minh rằng chuỗi số sau phân kỳ: ∑
 

⌊ √   ⌋
 
      

Chứng minh. Đầu tiên, bởi tiêu chuẩn tích phân, chuỗi số ∑
 

 √   
 
    phân kỳ vì tích phân suy 

rộng ∫
  

 √   

 

 
        (√    √   )   . Ta sẽ chỉ ra chuỗi số đã cho thỏa mãn điều kiện 

của Hệ quả 4.b. Thật vậy, ta có 

    
     

   (   )√  (   )   √     (√  (   )  √   )  √  (   ) 

 
   (  

 
 )

√  (   )  √   
 √  (   )        (  

 

 
)     

Do đó,    (    
     

  )       √  (   )     Tức chuỗi số đã cho thỏa mãn Hệ quả 

4.b. Điều này kéo theo chuỗi này phân kỳ.       

2.2. Bài toán học máy khảo sát sự hội tụ chuỗi số 

Bài toán học máy cho việc khảo sát chuỗi số giúp cho quá trình khảo sát sự hội tụ của chuỗi 

số trở thành một quá trình tự động và có thể áp dụng cho việc xấp xỉ nghiệm của phương trình vi 

phân, phương trình đạo hàm riêng. Bài toán học máy khi đó được đặt trong một ứng dụng ý nghĩa 

thực tiễn lớn với nhiều ứng dụng giá trị [6]-[8]. Trong bài báo này, ta sẽ xem xét bài toán học 

máy cho việc khảo sát chuỗi số với những chủ đề cơ bản cũng như các khả năng mở rộng vấn đề. 

Đối với bài toán khảo sát sự hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số, để đưa ra được kết luận chính 

xác về tính chất này của một chuỗi số bằng các phép xấp xỉ sử dụng các quá trình tự động với 

hữu hạn tính toán, ta cần xem xét các kết quả khảo sát cho nhiều trường hợp cụ thể (tức với số 

các số hạng trong chuỗi là hữu hạn và lớn) như thế [8], [9]. Sau đó, bằng các công cụ suy luận 

thống kê, ta có thể đưa ra quyết định sau cùng với độ tin cậy cao hơn rất nhiều. Trong bài toán đề 
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cập ở bài báo này, ta chỉ xét việc khảo sát thực hiện cho từng trường hợp cụ thể của số các số 

hạng có trong chuỗi. Phần suy luận thống kê không đề cập ở đây. Ta chia nhỏ bài toán học máy 

khảo sát chuỗi số theo các chủ đề sau. 

2.2.1. Xây dựng các số hạng của chuỗi 

Vấn đề xây dựng các số hạng của chuỗi với bài toán học máy bị hạn chế bởi số lượng hữu hạn 

các phần tử của một dãy vô hạn trên lý thuyết. Bộ nhớ máy tính là hữu hạn làm cho quá trình sinh 

các phần tử của chuỗi là hữu hạn. Việc xây dựng các số hạng của chuỗi gồm hai phương thức cơ 

bản là sử dụng biểu thức toán học và sử dụng dãy các số thực. Phương thức thứ nhất có ưu điểm 

là giúp biểu diễn chuỗi số dễ dàng theo lý thuyết chuỗi, song bị hạn chế bởi thời gian thực hiện 

tính toán. Phương thức thứ hai sinh ra dãy số theo từng số hạng riêng giẽ và lặp lại quá trình này 

nhiều lần. Phương thức này không thể tạo ra đồng loạt các số hạng, quá trình lặp làm chậm việc 

sinh chuỗi, tuy nhiên phương thức này thực thi đơn giản. Đoạn code Python sau mô tả hai 

phương thức (Method 1, Method 2) sinh các số hạng của chuỗi được đề cập. 
import numpy as np 

import math 

term = input("Enter the general term n-th of the series:") # Method 1 

 # e.g: Enter the general term n-th of the series:100/n*np.sin(n) 

nlimit = np.arange(1,100000)  

f = lambda x: eval(term)  

xdat = f(nlimit) 

Enter the general term n-th of the series:1/x 

xdat0 = np.array([])   # define a special series  

for i in range(1,100000):  
    xdat0 = np.append(xdat0,1/(3*i-1+np.sqrt(i))) # Method 2 

Xây dựng chuỗi số từ dãy các số hạng tổng quát được thực thi bởi hàm myseries sau. 

def myseries(n,xdat): 

    return xdat[0:n].sum() 

2.2.2. Xây dựng hàm thực thi kiểm tra sự hội tụ của dãy các số hạng của chuỗi  

Mục này ta đưa ra trình thực thi kiểm tra tiêu chuẩn hội tụ đến giới hạn L của dãy các số hạng 

tổng quát của chuỗi. Hàm isconverge2L được dùng để xây dựng quá trình kiểm tra độ lệch giữa 

các số hạng (biến termn) trong dãy các số hạng tổng quát so với giá trị giới hạn kỳ vọng (mong 

muốn) L. Giá trị n là số các số hạng được xem xét trong dãy. Biến tol là mức chênh lệch tối đa 

được phép. Biến max_count cho phép số lần điều kiện mức chênh lệch tối đa bị vi phạm. Nếu 

vượt quá số lần vi phạm đó, dãy các số hạng của chuỗi được phân loại thành không có giới hạn L. 

Hàm islimit_L được dùng để xây dựng quá trình kiểm tra sự hội tụ của dãy đến giá trị L thông qua 

nhiều độ tin cậy với các cấp độ khác nhau theo mức tăng dần độ mịn của mức chênh lệch được 

phép giữa mỗi số hạng cụ thể của dãy và giá trị L. 
def isconverge2L(n,termn,tol,max_count,L): # termn is an array 

    count = 0   # tol is the tolerance epsilon which is a small positve number 

    outp =  True        # n is the max number of terms of consideration 

    i = 1   # max_count used to limit the number of times the sequence 

    while i < n:           # L is the limit value of the sequence 

        if abs(termn[i]-L) >= tol: 

            count += 1 

            if count > max_count: 

                outp = False 

                break 
            j = i 

            while (j < n) and (abs(termn[j]-L) >= tol): 

                j +=1 
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            if j < n: 

                i = j 

            else: 

                outp = False 

                break 
        else: 

            i += 1 

    return outp 

def islimit_L(n,termn,ntol,max_count,isconverge2L,L):  

    outp = True # ntol = max number of power of tolerance 

    k = 1 

    while k<ntol: 

        tol = 0.1**k 

        if isconverge2L(n,termn,tol,max_count,L): 

            k += 1 

        else: 

            outp = False 

            break 
    return outp 

Thực thi đoạn code này với chuỗi tương ứng biến xdat0 ở trên cho ta kết quả sau: 
islimit_L(99999,xdat0,5,10000,isconverge2L,0) 

True 

Trong ví dụ này, biến xdat0 biểu diễn dãy các phần tử của chuỗi con của chuỗi điều hòa dạng 

∑
 

     √ 
 
     Dãy này thực tế đơn điệu giảm về 0. Kết quả thực thi cũng cho kết luận (True) 

như vậy. 

2.2.3. Xây dựng hàm thực thi kiểm tra sự hội tụ của một chuỗi dương 

Trong mục này, ta đưa ra việc xây dựng một số trình thực thi áp dụng những tiêu chuẩn hội tụ 

cơ bản của một chuỗi số dương. Cụ thể, Tiêu chuẩn căn thức (Root test) và Tiêu chuẩn tỷ số (Ratio 

test) [2] được lồng ghép vào trình thực thi của bài toán. Những mở rộng khác hoàn toàn có thể thực 

hiện và thiết kế để tạo ra khối lọc tốt cho bài toán khảo sát chuỗi số. Trong hai trình thực thi này, 

mức sai số chênh lệch cho phép tối đa là 0,01, cho bởi điều kiện abs(xdat2[-1]-1) <= 0,01. 
def roottest(xdat): 

    xdat0 = xdat[abs(xdat) > 0] # eliminate 0 by overflow 

    g = lambda i,x: abs(x)**(1/i) 

    xdat2 = np.array([]) 

    for i in range(1,len(xdat0)): 

        xdat2 = np.append(xdat2, g(i,xdat0[i])) 

    if islimit_L(len(xdat0)-1,xdat2,6,len(xdat0)*0.1,isconverge2L,xdat2[-1]): 

        if abs(xdat2[-1]-1) <= 0.01: 

            return xdat2[-1], 'No conclusion' 

        else: 

            if xdat2[-1] < 1: 

                return xdat2[-1], 'Convergent' 

            else: 

                return xdat2[-1], 'Divergent' 

    else: 

        return False, fail 

def ratiotest(xdat): 

    xdat0 = xdat[abs(xdat) > 0] # eliminate 0 by overflow 

    xdat2 = np.array([]) 

    for i in range(1,len(xdat0)-1): 

        xdat2 = np.append(xdat2, abs(xdat0[i+1])/abs(xdat0[i])) 
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    if islimit_L(len(xdat0)-2,xdat2,6,len(xdat0)*0.1,isconverge2L,xdat2[-1]): 

        if abs(xdat2[-1]-1) <= 0.01: 

            return xdat2[-1], 'No conclusion' 

        else: 

            if xdat2[-1] < 1: 

                return xdat2[-1], 'Convergent' 

            else: 

                return xdat2[-1], 'Divergent' 

    else: 

        return False, 'fail' # The test could not get a conclusion 

Một tiêu chuẩn khác được sử dụng dựa vào tính bị chặn của dãy tổng riêng của một chuỗi số 

dương [2]. Tiêu chuẩn này là một phần trong bộ lọc của hệ thống kiểm tra các tiêu chuẩn hội tụ 

cho bài toán. Trình thực thi được thể hiện bởi dòng code sau. 
def partial_sum(xdat): 

    sn = np.array([]) 

    for i in range(1,len(xdat)): 

        sn = np.append(sn,myseries(i,xdat)) 

    ps0 = sn[sn != math.inf] 

    return ps0 

def issericonverge(hseri): # This test for positive series only 

    if roottest(hseri)[1] not in ['fail','No conclusion']: 

            outp = roottest(hseri)[1]        

    elif ratiotest(hseri)[1] not in ['fail', 'No conclusion']: 

            outp = ratiotest(hseri)[1]         

    else:    

        ps0 = partial_sum(hseri) 

        if islimit_L(len(ps0)-1,ps0,8,math.floor(len(ps0)*0.1),isconverge2L,ps0[-1]): 

            outp = 'Convergent' 

        else: 

            outp = 'Divergent' 

    return outp 

2.2.4. Xây dựng hàm thực thi kiểm tra tiêu chuẩn so sánh chuỗi dương khảo sát và một chuỗi con 

của chuỗi điều hòa 

Ta sử dụng Hệ quả 3 để xây dựng trình thực thi đưa ra kết luận của bài toán khảo sát chuỗi số. 

Trong đoạn code sau, ta xét sự hội tụ của chuỗi dương (biến xseri) với chuỗi con của chuỗi điều 

hòa (biến hseri). Tiêu chuẩn này xuất ra các kết luận chuỗi hội tụ, phân kỳ, hoặc chưa thể kết luận 

(cần có thêm tiêu chuẩn hội tụ xây dựng cho bộ lọc, hoặc thêm tham số lọc (tăng giá trị tham số 

max_count hoặc tăng tham số ntol). Trong trình thực thi dưới đây, các Hệ quả 3 và 4 được sử dụng 

làm quy tắc đưa ra kết luận về tính hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số dựa trên kết luận về tính hội 

tụ hay phân kỳ của chuỗi hseri. 
def comtest1(xseri,hseri): 

    ans = issericonverge(hseri) 

    if ans == 'Convergent': 

        w = True 

    elif ans == 'Divergent': 

        w = False 

    m = min(len(xseri),len(hseri)) 

    xy = xseri[0:m]/hseri[0:m] 

    if islimit_L(m,xy,6,math.floor(len(xy)*0.1),isconverge2L,xy[-1]) and w == True: 

        outp = 'Convergent' 

    elif (islimit_L(m,xy,6,math.floor(len(xy)*0.1),isconverge2L,xy[-1])) and w == False: 

        outp = 'Divergent' 

    else: 
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        outp = 'No conclusion' 

    return outp 

3. Kết quả thực nghiệm 

Ví dụ 4. Xét sự hội tụ của chuỗi số ∑
 

     √ 
 
    với chuỗi điều hòa ∑

 

 
 
    được sử dụng để 

so sánh. Kết quả thực thi thu được của quá trình trên như sau: 
comtest1(xdat0,xdat) 

'Divergent' 

Ví dụ 5. Xét sự hội tụ của chuỗi ∑
      

  
 
    với chuỗi con của chuỗi điều hòa được sử dụng 

để so sánh là ∑      
     Ta dễ dàng suy ra từ áp dụng Hệ quả 3 rằng vì        (    )  

           (  )       chuỗi được xét hội tụ. Kết luận này cũng được xuất ra từ trình thực 

thi trên. 

Ví dụ 6. Xét sự hội tụ của chuỗi ∑
      

 
 
    với chuỗi được dùng để so sánh là ∑

 

 
 
     

Trong trường hợp này các tiêu chuẩn căn thức, tiêu chuẩn tỷ số, hay Hệ quả 3 đều không thể 

áp dụng để đưa ra kết luận. Trình thực thi xuất ra kết luận 'No conclusion'. 

Ví dụ 7. Xét sự hội tụ của chuỗi ∑
 

⌊ √   ⌋
 
    trong Ví dụ 3 với chuỗi được dùng để so sánh là 

∑
 

 √   
 
     Kết quả thực nghiệm của trình thực thi cũng phân loại chuỗi thành chuỗi phân kỳ, 

đồng nhất với kết luận đã chỉ ra trong Ví dụ 3. 

4. Kết luận 

Bài toán học máy áp dụng cho khảo sát sự hội tụ của chuỗi số là một ứng dụng hữu ích cho 

hướng tiếp cận theo một quá trình tự động vấn đề khó có hướng tiếp cận thực nghiệm. Nghiên 

cứu này là tiền đề cho sự phát triển tiếp theo của quá trình xấp xỉ nghiệm của một hệ phương 

trình vi phân, đạo hàm riêng theo định hướng của lĩnh vực học máy. Bài toán có thể được phát 

triển ở một cấp độ lớn hơn nhằm tối ưu hóa tính toán và đạt được hiệu quả tốt hơn cũng như 

trong các chủ đề liên quan đến các mô hình cần có tính thực nghiệm cao. 
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