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1. Giới thiệu 

 Xét bài toán tối ưu không ràng buộc

min
x∈Rn

f(x). (1)

Trong đó, f(x) là phiếm hàm lồi có đạo hàm bậc hai trên Rn. Bài toán tối ưu (1) cũng là bài toán
được dẫn về từ nhiều bài toán thuộc các lĩnh vực khác nhau trong kinh tế, kỹ thuật. Để giải Bài
toán (1) hiện nay có nhiều phương pháp giải khác nhau tuỳ thuộc vào hàm mục tiêu. Một trong
những phương pháp đơn giản là phương pháp đường dốc nhất hay còn gọi là phương pháp Gradient
descent [1], phương pháp này đơn giản và áp dụng cho một lớp khá rộng các hàm mục tiêu, nội dung
phương pháp là đưa ra dãy lặp x(k+1) = x(k)−λk∇f(x(k)), λk > 0, trong đó λk là độ dài bước được
xác định theo quy tắc Armijo, phương pháp này có nhược điểm là tốc độ hội tụ tuyến tính. Để tăng
tốc độ hội tụ của thuật toán thì phương pháp Newton là một lựa chọn khá tốt ([2] - [5]). Hiện nay,
phương pháp này được mở rộng để tìm lời giải tối ưu cho hàm nhiều biến trên cơ sở khai triển Taylor,
nghiệm của bài toán tối ưu được thực hiện theo dãy lặp x(k+1) = x(k) −

[
∇2f(x(k))

]−1∇f(x(k)),
nếu hàm mục tiêu không có dạng toàn phương thì dãy lặp trên có thể phân kỳ hoặc hội tụ về cực
tiểu địa phương hay hội tụ về điểm yên ngựa. Một biến thể của phương pháp Newton được giới
thiệu trong [6] là phương pháp Newton suy rộng, nghiệm của bài toán tối ưu được tính toán theo
dãy lặp x(k+1) = x(k)−λk

[
∇2f(x(k))

]−1∇f(x(k)), trong đó λk được gọi là độ dài bước và được xác

định nhờ các phương pháp tìm kiếm một chiều theo hướng −
[
∇2f(x(k))

]−1∇f(x(k)). Tuy nhiên
trong một số bài toán thực tiễn khi dẫn về bài toán tối ưu mà hàm mục tiêu không tồn tại đạo hàm
cấp 2, khi đó việc áp dụng phương pháp Newton là không khả thi. Để khắc phục hạn chế này, gần
đây một số kết quả trong [7] và [8] đã đề xuất thuật toán tựa Newton khi tìm lời giải cho bài toán
tối ưu phi tuyến cho thấy tính hiệu quả của phương pháp. Trong bài báo này, chúng tôi xây dựng
thuật toán lặp dựa trên tư tưởng phương pháp Newton và tựa Newton khi tìm nghiệm tại mỗi bước
lặp, trong đó có sự kế thừa thông tin nghiệm thành phần đã tính được ở lần lặp hiện tại thay vì sử
dụng nghiệm đã tính được ở lần lặp trước đó. Các kết quả tính toán minh hoạ cho thuật toán được
đưa ra để khẳng định cho sự hội tụ của thuật toán.

2. Phương pháp 

2.1. Phương pháp Newton 

 Gọi x∗ là điểm cực tiểu của phiếm hàm thì điều kiện cần là ∂x
∂f

i 
(x∗) = 0. Để xác định dãy 

lặp, ta sử dụng khai triển Taylor cho f (x), ta có

f(x) = f(x(k)) +∇fk(x− x(k)) +
1

2
(x− x(k))2Jk, (2)

trong đó,

∇f(x) =
(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, ...,

∂f

∂xn

)
,

Jk là ma trận Hessen và được xác định là

∇2f(x) =
[

∂2f

∂xi∂xj

]
i=1,...,n;j=1,...,n

.

Từ (2) ta có
∇f = ∇fk + (x− x(k))Jk. (3)
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Vậy ta có dãy lặp
x(k+1) = x(k) − (Jk)

−1∇fk, k = 1, 2, 3, ..., n. (4)

Công thức (4) được gọi là công thức lặp Newton có tốc độ hội tụ cấp 2. Thuật toán được thực hiện
như sau:
Thuật toán 1

function x=newton(x(1), ε);
k=1;
while(‖∇fk‖ > ε)

d(k) = −(Jk)
−1∇fk;

x(k+1) = x(k) + d(k);

k = k + 1;

end;
x = x(k+1);

Theo thuật toán này, tại bước tính d(k) = −(Jk)
−1∇fk và x(k+1) = x(k) + d(k) chúng tôi thực hiện

kế thừa thành phần phần x(k+1)
i đã tính được để tính x(k+1)

j , j = i+1, ..., n. Vậy (4) được thay thế

bằng công thức x(k+1)
i = x

(k)
i + d

(k)
i , trong đó

d
(k)
1 = −

n∑
j=1

[
(Jk)

−1]
i,j
∇f(x(k)j ),

d
(k)
i = −

i−1∑
j=1

[
(Jk)

−1]
i,j
∇f(x(k+1)

j )

−
n∑

j=i+1

[
(Jk)

−1]
i,j
∇f(x(k)j ), i = 2, ..., n.

(5)

Vậy từ đó thuật toán Newton được cập nhật như sau:
Thuật toán 2

function x=newton(x(1), ε);
k=1;
n=length(x(0));
while(‖∇fk‖ > ε)

d(k) = 0;
for j=1:n

d
(k)
1 = d

(k)
1 −

[
(Jk)

−1]
1,j
∇f(x(k)j );

end;
x
(k+1)
1 = x

(k)
1 + d

(k)
1 ;

for i=2:n
for j=1:i-1

d
(k)
i = d

(k)
i −

[
(Jk)

−1]
i,j
∇f(x(k+1)

j );

end;
for j=i:n

d
(k)
i = d

(k)
i −

[
(Jk)

−1]
i,j
∇f(x(k)j );

end;
x

(k+1)

i = x
(k)

i + d
(k)

i ;

end;
k = k + 1;

end;
x = x(k+1);

Trong trường hợp hàm mục tiêu không khả vi bậc 2, khi đó thay vì sử dụng phương pháp Newton
ta sẽ sử dụng phương pháp tựa Newton.
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2.2. Phương pháp tựa Newton 

 Ý tưởng của phương pháp tựa Newton [8] là xuất phát từ công thức (4), ta xấp xỉ ma trận 
Hessen [Jk] bởi ma trận [Bk].
Vậy từ (2) ta có dãy lặp

x(k+1) = x(k) − λk [Bk]
−1∇fk, k = 1..n, (6)

trong đó, λk là độ dài bước được xác định theo hướng Sk = − [Bk]
−1∇fk, đại lượng này có thể

thay đổi ở mỗi bước lặp và thoả mãn điều kiện Wolfe [8],

f(x(k) + λkSk) ≤ f(x(k)) + c1λkST
k∇f(x(k)),

−ST
k∇f(x(k) + λkSk) ≤ −c2ST

k∇f(x(k)),

0 < c1 < c2 < 1.

(7)

Thuật toán λk xác định như sau:
Thuật toán 3

function λk=LineSearch(f,x(k),Sk);
Khởi tạo các hằng số c1, c2, β thỏa mãn

0 < c1 < c2 < 1; 0 < β < 1;

λ = λ0;

while(λ chưa thỏa mãn (7))
λ = βλ;

end;
λk = λ;

Trong trường hợp hàm mục tiêu là hàm lồi thì điểm tối ưu thu được chính là nghiệm tối ưu toàn
cục của Bài toán (1). Dễ thấy trong (6), nếu [Bk] = I thì công thức lặp (6) chính là phương pháp
đường dốc nhất đã được công bố trong [9].
Bk là ma trận xấp xỉ cho ma trận Hessen và thỏa mãn điều kiện

∇f(x(k)) = ∇f(x(k−1))− [Bk] (x(k) − x(k−1)).

Tại điểm x(k+1), ta có

∇f(x(k+1)) = ∇f(x(k))− [Bk+1] (x(k+1) − x(k)),

hay có thể viết
[Bk+1]dk = gk,

trong đó
dk = x(k+1) − x(k), gk = ∇fk+1 −∇fk.

Công thức (10) có thể viết lại như sau:

dk = [Bk+1]
−1 gk,

ở đây, Bk+1

[Bk+1] = [Bk] + CZZT .

Z =
gk − [Bk]dk

ZTdk

.

.

Từ (10), ta có 

 C 

Chọn Z = gk − [Bk] dk, khi đó

 [Bk+1] = [Bk] + 
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Ngoài cách tiếp cận theo (12), ta cũng có thể sử dụng cách tính

[Bk+1] = [Bk] + C1Z1ZT
1 + C2Z2ZT

2 .

Theo cách tiếp cận này, thì việc cập nhật ma trận Bk+1 được dẫn về công thức lặp

[Bk+1] = [Bk] +
gkg

T
k

gTk dk
− ([Bk]dk) ([Bk]dk)

T

dT
k [Bk]dk

. (14)

Như vậy, thuật toán tìm nghiệm của Bài toán (1) được thực hiện như sau:
Thuật toán 4

function x=QNewton(x(1), ε);
k=1;
[Bk] = I;

while(‖∇fk‖ > ε)
Sk = − [Bk]

−1∇fk;
λk = LineSearch(f,x(k),Sk);

x(k+1) = x(k) + λkSk;

dk = x(k+1) − x(k);

gk = ∇fk+1 −∇fk;
Cập nhật [Bk+1] theo (13) hoặc (14);
k = k + 1;

end;
x = x(k+1);

Theo thuật toán này, xuất phát từ điểm x(1), dãy lặp (14) hội tụ về điểm tối ưu cục bộ x∗ và thoả
mãn

f(x(1)) ≥ ... ≥ f(x(k)) ≥ ... ≥ f(x∗)

Trong trường hợp hàm mục tiêu là hàm lồi thì điểm tối ưu thu được chính là nghiệm tối ưu toàn
cục của Bài toán (1).
Minh hoạ cho kết quả lý thuyết, sau đây là một số kết quả tính toán thử nghiệm của thuật toán.

3. Một số kết quả tính toán 

 Trong mục này, chúng tôi thực hiện một số tính toán thử nghiệm để kiểm tra lý thuyết về 
sự hội tụ của thuật toán được trình bày trong mục 2. Sau đây là một số dữ kiện cho trước để thực 
hiện thuật toán:

Hàm mục tiêu

f(x) =
10∑
i=1

(xi − 1)4 (15)

Xấp xỉ đầu: x(1) = (0, 0, ..., 0).
Dễ thấy nghiệm đúng của Bài toán (1) là x∗ = (1, 1, ..., 1), f(x∗) = 0. Hàm mục tiêu (15) khả vi
mọi cấp nên tồn tại ma trận Hessen, vậy ta hoàn toàn có thể áp dụng thuật toán Newton để giải
Bài toán (1). Đặt err =

∥∥x(k) − x∗
∥∥
2
, ta có kết quả tính toán minh hoạ cho sự hội tụ của thuật

toán Newton được cho trong Bảng 1.
Kết quả tính toán ở Bảng 1 cho thấy nghiệm xấp xỉ tìm được hội tụ về nghiệm đúng của bài toán
theo số lần lặp. Đồ thị Hình 1, Hình 2 minh hoạ cho sự hội tụ của thuật toán. Từ Hình 1 và Hình 2,
cho thấy hàm sai số và hàm mục tiêu là các hàm đơn điệu giảm theo số lần lặp, đã cho thấy nghiệm
xấp xỉ hội tụ về nghiệm đúng của Bài toán (1).
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Bảng 1. Nghiệm xấp xỉ của Bài toán (1) thu được từ Thuật toán 2

x(k) k=5 k=10 k=15 k=20

x
(k)
1 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
2 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
3 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
4 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
5 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
6 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
7 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
8 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
9 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
x
(k)
10 0,8025 0,9740 0,9966 0,9995
err 0,6246 0,0823 0,0108 0,0014

Hình 1. Đồ thị sai số theo số lần lặp với số lần lặp k=1,2,. . . ,20 thu được từ Thuật toán 2
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Hình 2. Đồ thị hàm mục tiêu theo số lần lặp (số lần lặp k=1,2,. . . ,20) thu được từ Thuật toán 2

Bây giờ, ta xét hàm mục tiêu sau:

f(x) =


10∑
i=1

(xi − 1)4 ∃xi < 1

10∑
i=1

(xi − 1)
√
xi − 1 ∀xi ≥ 1

(16)

Hàm mục tiêu không tồn tại đạo hàm cấp 2 tại x∗ = (1, 1, ..., 1). Vậy để tìm nghiệm cho Bài toán
(1) với hàm mục tiêu (16), ta thực hiện Thuật toán 4 với ma trận xấp xỉ ma trận Hessen được cập
nhật theo công thức (14). Các kết quả tính toán được cho trong Bảng 2.

Bảng 2. Nghiệm xấp xỉ của Bài toán (1) thu được từ Thuật toán 4

x(k) k=5 k=10 k=15 k=20

x
(k)
1 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
2 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
3 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
4 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
5 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
6 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
7 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
8 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
9 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
x
(k)
10 2,2566 0,5028 0.9292 0,9826
err 3,9737 1,5722 0.2238 0,0550
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Số liệu ở Bảng 2 cho thấy nghiệm xấp xỉ tìm được hội tụ về nghiệm đúng của bài toán theo số lần
lặp. Đồ thị Hình 3, Hình 4 minh hoạ cho sự hội tụ của thuật toán.

Hình 3. Đồ thị sai số theo số lần lặp với số lần lặp k=1,2,. . . ,20 thu được từ Thuật toán 4

Hình 4. Đồ thị hàm mục tiêu theo số lần lặp (số lần lặp k=1,2,. . . ,20) thu được từ Thuật toán 4
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Từ đồ thị sai số và hàm mục tiêu, ta có thể thấy phương pháp tựa Newton có ưu điểm không
yêu cầu hàm mục tiêu khả vi bậc 2 nhưng tốc độ hội tụ khá chậm so với phương pháp Newton.
Hàm sai số và hàm mục tiêu không phải là các hàm đơn điệu giảm theo số lần lặp, nhưng có xu
hướng giảm dần, điều này cũng khẳng định nghiệm xấp xỉ hội tụ về nghiệm đúng của bài toán.

4. Kết luận 

 Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một thuật toán lặp giải bài toán tối ưu lồi không 
ràng buộc dựa trên phương pháp lặp Newton và tựa Newton, trong đó có sự kế thừa thông tin 
nghiệm thành phần đã tính được ở lần lặp hiện tại thay vì sử dụng nghiệm đã tính được ở lần lặp 
trước đó. Các kết quả tính toán theo thuật toán được thực hiện trên môi trường Matlab 2014, kết 
quả số đã khẳng định được sự hội tụ của phương pháp và phù hợp với lý thuyết đưa ra trong bài báo. 
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công nghệ thông tin trong bảo mật lợi nhuận, nâng cao hiệu quả hoạt động kinh doanh đối với doanh 
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