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Ngày nhận bài:  22/3/2023 Nhiều bài toán trong thực tế và trong kỹ thuật thường dẫn đến việc tìm 

nghiệm của một hệ phương trình phi tuyến với số ẩn và số phương trình 

lớn. Vấn đề tìm nghiệm chính xác của hệ phương trình phi tuyến không 

phải lúc nào cũng thực hiện được, đặc biệt là lớp các hệ phương trình có 

số ẩn và số phương trình lớn. Vì vậy, việc tìm nghiệm gần đúng lớp các 

hệ phương trình này là rất cần thiết. Kể từ khi phương pháp Newton 

xuất hiện đã có rất nhiều phương pháp được các nhà khoa học đưa ra để 

giải quyết vấn đề này dưới sự hỗ trợ của các phần mềm máy tính. Việc 

nghiên cứu và đưa ra các phương pháp cải tiến cho thuật toán này luôn 

được các nhà khoa học quan tâm, nghiên cứu. Trong bài báo này chúng 

tôi nghiên cứu việc tìm nghiệm gần đúng của hệ phương trình phi tuyến 

bằng phương pháp Newton-Krylov-Nedzhibov. Sự hội tụ của phương 

pháp lặp chỉ được khẳng định bằng thực nghiệm. Bằng cách sử dụng 

các tính chất của không gian Krylov và các tính chất của ánh xạ thoả 

mãn điều kiện Lipschitz chúng tôi chứng minh cho sự hội tụ của 

phương pháp. Ngoài ra, chúng tôi còn trình bày việc giải số một hệ 

phương trình phi tuyến dựa trên phần mềm Mathlab. 
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1. Giới thiệu 

Xét hệ phương trình phi tuyến  

0G x ,                                                                  (1) 

trong đó 
1 2

t

n
G g x ,g x ; ...; g x với n

i
g : là các hàm phi tuyến ( 1 2i , ,...,n ). 

Năm 1685, Newton công bố công thức giải phương trình phi tuyến   0f x   và đến năm 

1690 Raphson đã công bố công thức lặp để tìm nghiệm xấp xỉ của phương trình    0f x   được 

gọi là phương pháp Newton – Raphson. Từ đó, đã có nhiều nhà khoa học quan tâm, nghiên cứu 

và đưa ra nhiều công thức lặp với tốc độ hội tụ bậc hai, trong đó phải kể đến phương pháp 

Newton [1], phương pháp Chebyshev, Halley [2] và một số phương pháp lặp hội tụ cấp 3 được 

trình bày trong [3] - [9]. Tuy nhiên các phương pháp này đều mắc phải độ phức tạp tính toán cao 

khi số phương trình và số ẩn của hệ lớn. Để khắc phục hạn chế này, bằng cách tiếp cận khác, 

Krylov đưa ra một phương pháp để giải gần đúng hệ phương trình phi tuyến (1) như sau: 

Xét hệ phương trình: 

1n n n n n n
G x s G x , s x x ,n .            (2) 

Phương pháp Newton-Krylov là phương pháp tìm nghiệm gần đúng của hệ phương trình (2) 

với điều kiện  

n n n n n
G x s G x G x , 

với 0 1
n

,  gọi là điều kiện ràng buộc. 

 Thuật toán Newton-Krylov: 

 1. Lấy 
0
x  và 0 1

max
, . 

 2. Cho 0 1n , ,...,  và làm theo các bước sau: 

  • Chọn 0
n max

; ,  

  • Áp dụng một phương pháp lặp để tìm nghiệm 
n
s  của hệ 

n n n
G x s G x .   

Quá trình trên sẽ dừng lại khi điều kiện sau được thỏa mãn  

n n n n n
G x s G x G x . 

  • Hiệu chỉnh 
1n n n

x x s . 

Năm 2008, G.H. Nedzhibov đã đề xuất một phương pháp giải gần đúng hệ phương trình phi 

tuyến (1) với tốc độ hội tụ bậc bốn [10], được gọi là phương pháp Newton-Krylov-Nedzhibov.  

Phương pháp Newton-Krylov-Nedzhibov với công thức lặp như sau: 

                         
1

1

1
3 3 ,

2
n n n n n n nx x G y x G x G y x G x h x




                                (3) 

trong đó    1( )h x G x G x   và    
2

.
3

y x x h x    

Từ công thức (3) ta xây dựng được công thức lặp sau: 

     .n n nG x h x G x                                                                (4) 

và 

             
1

3 3 (
2

n n n n n nG y x G x s G y x G x h x                                    (5) 
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với    
2

3
y x x h x   và 

1n n nx s x   . 

Ta sử dụng thuật toán Newton-Krylov tìm nghiệm gần đúng 1nx   từ hệ phương trình (4), (5). 

Sự hội tụ và tốc độ hội tụ của phương pháp chỉ được suy ra từ kết quả thực nghiệm. Trong bài 

báo này chúng tôi trình bày chứng minh sự hội tụ của phương pháp Newton-Krylov- Nedzhibov 

với tốc độ hội tụ bậc bốn. Cấu trúc của bài báo gồm 4 phần, phần thứ nhất của bài báo là phần 

Giới thiệu, Phần 2 trình bày chứng minh sự hội tụ của phương pháp, Phần 3 trình bày kết quả 

thực nghiệm và Phần 4 là phần Kết luận. 

2. Sự hội tụ của phƣơng pháp Newton-Krylov-Nedzhibov  

Trước hết chúng tôi xét hai Định lý quan trọng sau, được trình bày trong [11].   

Định lý 2.1 Cho nC,I  , trong đó I  là ma trận đơn vị. Nếu 1C  thì 
1

I C  tồn tại và 

1 1

1
I C .

C
 Hơn nữa, nếu A  khả nghịch và 

1 1A B A  thì B  khả nghịch và  

1

1

11

A
B .

A B A
 

Định lý 2.2. Cho ánh xạ n mG :  khả vi liên tục trên một tập lồi, mở D  và 

G Lip D , khi đó với mọi x p D  ta có 
2

2
G x p G x G x p p .   

Tiếp theo chúng tôi trình bày sự hội tụ của phương pháp Newton-Krylov- Nedzhibov và 

chứng minh sự hội tụ của công thức lặp.  

Định lý 2. 3 (Sự hội tụ của công thức Newton-Krylov-Nedzhibov) Cho G : n n  khả vi 

liên tục trên một tập lồi mở nD . Giả sử tồn tại * nx   và , 0    thoả mãn 

   * * * 1, , 0, ( )S x r D G x G x    tồn tại,  
1

* ,G x 


   và   * , .F Lip S x r
  Khi đó tồn tại 

số 0   thoả mãn với mỗi 
0 * ,

2
x S x

 
  

 
 dãy 1 2, ,..., ,...nx x x  xác định bởi công thức (3) hội tụ 

đến *x . 

Đặt                         
1

3 3 2 3 ,F x G x G y G x G y G x G x G x G y G x G x


              
 
với 

 
2

;
3

y x h x   

Đặt      3 ,H x G y G x    khi đó        
1

2 .G x G x H x G x


     

Từ 0 ,
2

x x
   với 

1
min ,

2
r



 
  

 
, do G  là Lipschitz tại x

 nên ta có  

           
1 1

0 0

0 1
.

2 4

G x G x G x G x G x G x

x x


 

 
   



        
 

   

 

Theo Định lý 2.1 ta có  0G x  khả nghịch và  
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 
 

     
 

1

1 1
0

1
0

4 4

3 31

G x
G x G x

G x G x G x






 



 



   
    
 

 

Từ    
1

0 0 0 02
,

3
y x G x G x



   ta suy ra  

   

         

1
0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

2

3

1
2

3

y x x x G x G x

G x G x G x G x x x x x


 


 

   

       
 

 

Áp dụng Định lý 2.2, ta có  

        
1

0 0 0 0 0 01
2

3
y x G x G x G x G x x x x x


          

  
 

2
0 0 01 4 1 1

2 .
3 3 2 2 4

x x x x x x
 

   
       

 
  

Suy ra 
0 ,

2
y S x

 
  

 
. 

Do 0

4
y x

    và G  là Lipschitz tại x  nên ta có 

           
1 1

0 0 0 1
.

4 8
G x G y G x G x G y G x y x


 

 
                

 
 

Áp dụng Định lý 2.1 ta có  0G y  khả nghịch và 

 
 

     
 

1

1 1
0

1
0

8 4
.

7 31

G x
G y G x

G x G y G x






 



 



   
    
 

 

Ta có  

     0 0 0 0 0 03 ( ) 4 ( ) ( ) ( ) 3 (y ) ( )H x G y G x H x G x G x G x G G x                  . 

Từ 0 0,
2 4

x x y y
       và G  là Lipschitz tại x  nên ta có 

           
1 1

0 04 4 4 4G x H x G x G x H x G x
 

               
       

  

         
1

0 01
3

4
G x G x G x G y G x


           

   
  

                       0 0 5 5
3 .

4 16 32
x x y y


         
 

  

Áp dụng Định lý 2.1 ta có  0H x  khả nghịch và  

 
 

     
 

1

11
0

1
0

4
8 1

.
27 21 4 4

G x

H x G x

G x H x G x










 

 
 

   
 

     
   

  

Ta có 
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       

              

1
0 0 0 0

1
0 0 0 0 0 0 0

2

1
9 3 .

8

F x G x H x G x

G x G y H x G y G x G x G y





  

            
   

 

Ta lại có,    
1

,
2

F x G x   nên  

   

                  

0

1
0 0 0 0 0 0 01

9 3
8

F x F x

G x G y H x G y G x G x G x G y G x




 



                  
     

 

Từ  G  là Lipschitz tại x  nên ta có  

 
           

1 1
0 02 2 2G x F x F x G x F x F x

 
       

 
       

 
                 

1

1
0 0 0 0 0 0 09 3

4

G x
G x G y H x G y G x G x G x G y G x





 


              
  

  

2
2 0 0 0 0 2 2 29 81 5 161

3 .
4 2 128 16 512

y x x x y x
 

        
         

 
  

Áp dụng Định lý 2.1 ta có  0F x  khả nghịch và  

 
 

     
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


 



  
  
 

 

Đặt      3L x G y G x    , khi đó  

           0 0 02 3 .L x G x G y G x G x G x           
 

 

Từ 0 0,
2 4

x x y y
       và G  là Lipschitz tại x  nên bằng cách đánh giá tương tự ta có  

      
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2 2 .

16
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
    

 
 

Áp dụng Định lý 2.1 ta có  0L x  khả nghịch và  
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Từ định nghĩa của 1nx   ta có    
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1
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1 1
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 
                

  

Áp dụng Định lý 2.2 ta có  
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     
1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

1

3 1
( ) (x ) x x (x ) (x ) (x ) x x

2 2
x x L x G y G F x G G G

 
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2

x S x
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Chứng minh tương tự ta có 
2 1

3

4 2
x x x x

     , từ đó suy ra 2 , .
2

x S x
 

  
 

 

Bằng quy nạp ta chứng minh được 1 ,
2

kx S x




 
  

 
và  

1

0

1

3

4

k

kx x x x



 



 
   

 
, do đó nx  

hội tụ đến .x   

3. Kết quả thực nghiệm 

Trong phần này, chúng tôi sử dụng Matlab để tìm nghiệm gần đúng của hệ thông qua công 

thức lặp (3) với sai số không vượt quá 
610
.  

Ví dụ: Giải gần đúng hệ phương trình bằng phương pháp Newton-Krylov- Nedzhibov. 

       

3 3
1 3 2 4
2 2

1 3 2 4

1 3 2 4

1 4

14

5

2

1

x x x x

x x x x

x x x x

x x

                                (5) 

Chọn giá trị ban đầu 0 1 0 2 0x , , , , sau khi thực hiện 3 bước lặp với thời gian chạy 0 159.

(s) chúng tôi thu được nghiệm gần đúng của hệ phương trình (5) là  

3 000001 0 999999 0 500001 0 500001. , . , . , . . 

Mã code : 

% Khởi tạo giá trị ban đầu 

x = [1; 0; 2; 0]; 

maxIter = 1000; 

tol = 1e-6; 

iter = 0; 

tic % bắt đầu đo thời gian chạy của toàn bộ chương trình 

while iter < maxIter 

    F = [x(1)^3*x(3) + x(4)*x(2)^2*x(2)^2 - 14; 

         x(1)^2*x(3) + x(2)^2*x(4) - 5; 

         x(1)*x(3) + x(2)*x(4) - 2; 

         x(1) + x(4) - 1]; 

    normF = norm(F); 

    if normF < tol 

        fprintf('Converged after %d iterations\n', iter); 

        break; 

    end 

    J = jacobian(x); 

    delta = krylovNedzhibov(-F,J); 

    x = x + delta; 

    iter = iter + 1; 
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end 

toc % kết thúc đo thời gian chạy của toàn bộ chương trình 

fprintf('Solution: x1=%f, x2=%f, x3=%f, x4=%f\n', x(1), x(2), x(3), x(4)). 

4. Kết luận 

Bài báo đã trình bày phương pháp Newton-Krylov- Nedzhibov với tốc độ hội tụ bậc bốn. Đây 

là một cải tiến của phương pháp Newton-Krylov và là một kết quả rất cần thiết để chúng tôi có 

thể giải quyết các bài toán quan trọng trong các nghiên cứu về lý thuyết mạch của chúng tôi.  
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