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Received:  17/4/2023 The three-dimensional (3D) models have been widely used in many 

fields such as education, healthcare, and entertainment because they 

provide a comprehensive appearance of objects in 3D coordinate 

system. In the healthcare field, for example, 3D models are often used 

to simulate internal organs, as well as surgical planning or for training 

purposes new technologies. However, the 3D structure of organs is 

mostly complex, and processing requires a lot of skills and experience 

from experts. This paper presents a method for representing 3D modes 

based on conformal map and spherical harmonics. Firstly, the 

conformal map is used to transform the source model in sphere 

coordinate. Then the spherical harmonics is applied to represent the 

mapped model in different resolution and details. In the experimental 

section, we simulated the human liver using a public dataset, Medical 

Image Computing and Computer Assisted Intervention (MICCAI) 

SLIVER07. The results showed that the proposed method is effective in 

representing liver model. 
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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  17/4/2023 Mô hình 3D được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như giáo dục, y 

tế và giải trí. Chẳng hạn trong lĩnh vực y tế, mô hình 3D thường được 

ứng dụng để mô phỏng các cơ quan bên trong cơ thể người, cũng như 

lập kế hoạch phẫu thuật hoặc sử dụng trong huấn luyện các công nghệ 

mới. Tuy nhiên, cấu trúc 3D của các cơ quan thường phức tạp và việc 

xử lý sẽ đòi hỏi nhiều kỹ năng và kinh nghiệm của các chuyên gia. Bài 

báo này sẽ trình bày một phương pháp để biểu diễn lại mô hình 3D của 

gan dựa trên ánh xạ đồng dạng (conformal map) và hàm điều hòa cầu 

(spherical harmonics). Trước hết, ánh xạ đồng dạng sẽ được dùng để 

chuyển mô hình nguồn sang không gian hình cầu. Sau đó, hàm điều hòa 

cầu được áp dụng để biểu diễn lại mô hình với các độ phân giải và mức 

độ chi tiết khác nhau. Phần thực nghiệm, chúng tôi tiến hành mô phỏng 

trên gan người, sử dụng cơ sở dữ liệu MICCAI 2007. Kết quả cho thấy, 

phương pháp đề xuất hiệu quả cho việc biểu diễn mô hình 3D của gan.  
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1. Giới thiệu 

Mô hình 3D của đối tượng được sử dụng phổ biến trong nhiều lĩnh vực do nó cung cấp một 

góc nhìn tổng thể về đối tượng trong không gian ba chiều. Trong lĩnh vực y tế, mô hình 3D được 

áp dụng trong việc phát hiện và chẩn đoán bệnh. Chẳng hạn, bác sĩ có thể căn cứ vào hình ảnh để 

chẩn đoán sớm các bệnh và tìm ra cách chữa trị hiệu quả [1] - [3]. Trong giai đoạn lập kế hoạch 

phẫu thuật, bác sĩ cũng có thể xem trước cơ quan sẽ được phẫu thuật, dự đoán kết quả hậu phẫu 

thuật để đưa ra phương pháp phẫu thuật tối ưu. Trong thực tế ảo, mô hình 3D có vai trò quan 

trọng trong việc huấn luyện và thực hành các phương pháp mới. Tóm lại, mô hình 3D có thể giúp 

bác sĩ và nhân viên y tế hiểu rõ hơn về cấu trúc của cơ thể, giúp tối ưu hóa phương pháp phẫu 

thuật và chữa trị, giảm thiểu rủi ro và tăng khả năng chữa trị [4]. 

Gan, một bộ phận to nhất ở vùng bụng, đóng vai trò quan trọng việc ngăn chặn chất độc đi 

trực tiếp vào máu, cũng như sản sinh ra dịch mật trợ giúp hệ tiêu hoá. Điều này dẫn đến việc gan 

thường bị quá tải cũng như nhiễm độc. Không giống như một số bộ phận khác, chức năng gan 

không thay thế được bằng thiết bị hỗ trợ [5], và do đó việc phát hiện sớm và có các phương pháp 

điều trị hiệu quả sẽ giúp duy trì sự sống cho bệnh nhân. Một thống kê về bệnh ung thư (cancer) 

năm 2020 [6] cho thấy, tỷ lệ người nhiễm mới và tử vong do ung thư gan chiếm 4,7% (905.677) 

và 8,3% (830.180) trong tổng số các loại ung thư được khảo sát. Theo đó tỷ lệ mắc ở gan xếp ở vị 

trí thứ 7. Việc hiểu rõ về mô hình 3D của gan sẽ góp phần quan trọng trong việc chẩn đoán và 

điều trị. 

Mô hình 3D của gan cần được biểu diễn trong không gian đơn giản để thuận lợi cho mô phỏng 

và phân tích. Để mô hình hoá 3D của gan, vùng gan cần được trích xuất từ tập ảnh 2D (slices). 

Như đã biết, kết quả thu được từ ảnh quét của gan có thể chứa rất nhiều cơ quan lân cận, chẳng 

hạn thận (kidneys), lách (spleen), xương (bones) và các mạch máu (blood vessels) [7]. Trước hết, 

phần gan từ ảnh 2D sẽ được trích xuất. Sau đó, mô hình 3D của gan sẽ được tái tạo để phục vụ 

cho xử lý, phân lớp hoặc mô phỏng. Một trong những thuật toán phổ biến được dùng để xây dựng 

hình ảnh 3D từ một tập ảnh 2D là Marching Cube [8]. Tuy nhiên, mô hình được tái tạo chứa một 

số lượng lớn các đỉnh và đa giác. Độ phân giải của mô hình tuỳ thuộc vào số lượng ảnh 2D trong 

tập đầu vào. Ví dụ, tập chứa 394 ảnh 2D sẽ sinh ra một mô hình 3D với 250 ngàn đỉnh (vertex) 

và 500 ngàn mặt (triangle). Mô hình với độ phân giải quá lớn sẽ tốn chi phí xử lý, lưu trữ trích 

xuất và mô phỏng thời gian thực. Do đó, việc biểu diễn lại mô hình 3D của gan trong không gian 

đơn giản hơn sẽ giúp giải quyết những hạn chế vừa nêu. 

Trong những thập kỷ qua, hàm điều hòa cầu (spherical harmonics, SH) và ánh xạ bảo giác 

(conformal mapping, CM) là hai công cụ quan trọng trong việc xử lý mô hình 3D. Trong nghiên 

cứu của Huang và đồng nghiệp [9], SH được dùng để căn chỉnh (alignment) bề mặt và ứng dụng 

trong phân tích ảnh MRI (Magnetic Resonance Imaging) tim. Trong khi Papadakis [10] đã sử 

dụng các thuộc tính của SH trong bài toán truy vấn hình dạng 3D (3D shape). SH cũng được sử 

dụng trong bài toán nhận dạng mặt người [11]. SH cũng được ứng dụng trong lĩnh vực y tế. Cụ 

thể, Mofrad và đồng sự [12] đã dựa vào các hệ số (coefficients) của SH để phân lớp gan khoẻ và 

gan bị nhiễm bệnh. Trong khi đó, Bergamasco [13] áp dụng SH để xử lý, truy vấn các đối tượng 

và ứng dụng cho việc chẩn đoán bệnh suy tim. Trong một nghiên cứu gần đây, Mukhaimar [14] 

đã sử dụng SH và mạng tích chập (Convolutions Neural Networks) trong bài toán phân lớp đối 

tượng. Tác giả kết luận rằng, phương pháp đề xuất giúp tăng hiệu suất của bài toán và giảm bớt 

số lượng tham số được huấn luyện. Nhiều nghiên cứu đã ứng dụng CM để phân tích mô hình 3D. 

Chẳng hạn, Gu [15] dựa vào CM để phân tích bề mặt vỏ não. Choi [16] đã đánh dấu các điểm 

trên sáu rãnh của hai vỏ não cần phân tích, sau đó sử dụng CM để chuyển mô hình não sang hình 

cầu dựa trên các ràng buộc của các rãnh. Le [17] đã sử dụng phương pháp tương tự để tìm phân 

vùng gan có hình dáng tương đồng, được áp dụng trong phẫu thuật cấy ghép gan. CM cũng được 

áp dụng trong việc đăng ký khuôn mặt 3D (face registration) và biến đổi cảm xúc (face 

expression) [18], [19]. 
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Trong nghiên cứu của Gu [15], tác giả giới thiệu sơ lược về việc sử dụng CM và SH cho việc 

nén mô hình vỏ não. Tuy nhiên, tác giả chưa trình bày chi tiết các bước thực hiện. Trong bài báo 

này, SH và CM sẽ được sử dụng để biểu diễn lại mô hình 3D của gan. Trước hết mô hình 3D sẽ 

được chuyển sang không gian hình cầu đơn vị (unit sphere) dựa vào CM. Sau đó, SH được sử 

dụng để biểu diễn lại mô hình 3D dưới những độ rộng băng thông (bandwidth) khác nhau. 

Phương pháp đề xuất được thực nghiệm trên bộ dữ liệu gan được công bố công khai. Phần còn lại 

của bài báo được tổ chức như sau. Mục 2 sẽ giới thiệu chi tiết phương pháp CM và SH. Mục 3 sẽ 

trình bày kết quả nghiên cứu và thảo luận. Phần kết luận sẽ được thể hiện trong mục 4. 

2. Phương pháp nghiên cứu 

CM là công cụ được sử dụng để biến đổi các hình dạng phức tạp thành các hình dạng đơn giản 

hơn. Cụ thể, CM có thể được sử dụng để cải thiện chất lượng của các mô hình 3D bằng cách 

giảm nhiễu, cải thiện độ chính xác và khả năng mô phỏng, cũng như tạo ra các mô hình 3D từ các 

dữ liệu đầu vào khác nhau (hình ảnh y tế hoặc dữ liệu mô phỏng) [20]. Trong khi đó, SH được sử 

dụng để mô tả các đối tượng 3D và giải quyết các vấn đề phân tích không gian 3D. Cụ thể, nó 

được sử dụng để phát triển các phương pháp tiền xử lý cho mô hình 3D, giúp tăng tốc quá trình 

tính toán và làm giảm lượng dữ liệu cần lưu trữ. Nó cũng có thể được sử dụng để tạo ra các mô 

hình 3D từ các bộ dữ liệu khác nhau, chẳng hạn như ảnh chụp X-quang. 

2.1. Ánh xạ bảo giác  

Tham số hoá (parameterization) là việc xác định một ánh xạ một-một (bijective map), duy 

nhất (uniform) để chuyển từ mô hình nguồn sang một không gian phù hợp, ví dụ hình cầu đơn vị 

  . Ánh xạ cần cực tiểu biến dạng góc cục bộ và bảo toàn diện tích. Dựa vào điều kiện cực tiểu 

hàm năng lượng (energy function), có thể chia thành bốn loại, bao gồm: planar map (bỏ qua các 

biến dạng), conformal map (cực tiểu biến dạng góc cục bộ), equiareal mapping (ánh xạ bảo toàn 

diện tích) và isometric map (cực tiểu biến dạng góc và diện tích). Trong đó, ánh xạ bảo giác được 

xem là phù hợp cho việc tham số hoá bảo toàn thông tin hình học của mô hình [15]. 

Cho một mô hình dạng hình cầu (genus zero)   và một vector chuẩn hoá (normal vector) 

 ⃗ ( ) tại mỗi đỉnh   trên  . Ánh xạ Gauss map         được định nghĩa bởi: 

 ( )   ⃗ ( ) (1) 
Đặt (   ) là một lưới (mesh) được định nghĩa trên một phức đơn hình (simplicial complex, 

[21], trang 2651)  ,   là hàm nhúng | | trong   , như vậy,    | |    . 

Gọi *   + là một cạnh tạo bởi hai đỉnh    . Hàm năng lượng (energy function) với mỗi cạnh 

được định nghĩa bởi: 

 ( )         ∑     
*   +     ( )

( ( )   ( ))   (2) 

trong đó,      là một hằng số (constans). Nếu đặt    *        +, và    là hai tam giác có 

chung một cạnh *   + và 

      
  

 

 

(     ) (     )

|(     )  (     )|
 

      
  

 

 

(     ) (     )

|(     )  (     )|
 

      
  

 

 

(     ) (     )

|(     )  (     )|
 

Các tham số của tam giác    cũng được định nghĩa tương tự. Khi: 

         
      

  , (3) 
thì hàm năng lượng được gọi là hàm năng lượng điều hòa (harmony energy). Trong trường 

hợp thông thường (      ), thì hàm năng lượng gọi là năng lượng Tuette.  
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Các bước xác định ánh xạ bảo giác được mô tả trong [15] bao gồm ba bước chính:  

B1: Tìm ánh xạ Gauss như trong công thức (1);  

B2: Tìm ánh xạ cực tiểu (2) ứng với hàm năng lượng Tuette (khi    );  

B3: Bước cuối cùng sẽ tìm ánh xạ đồng nhất cực tiểu (2) với hàm năng lượng điều hòa (3).  

Lưu ý: Hàm năng lượng sẽ giảm dần sau mỗi bước, và dần tiến đến 0. Để đảm bảo thuật toán 

kết thúc, cần cho trước một giá trị ngưỡng   hoặc số lượng vòng lặp   ở các bước 2 và 3. Giá trị 

cụ thể sẽ được xác định trong thực nghiệm. 

2.2. Hàm điều hòa cầu  

Trong toán học, SH  (   ) là hàm được định nghĩa trên hình cầu bởi sự kết hợp tuyến tính 

của các hệ số điều hòa   
 (harmonic coefficients) và các hàm cơ sở trực giao   

 (   ) (basic 

function) ở mức độ   và thứ tự  . Nó được mô tả như sau: 

 (   )  ∑ ∑   
 (   )

  ,    -    ,   -

  
  (4) 

Trong biểu thức (4) ,   là độ mở rộng (bandwidth) và 

  
 (   )  √

(    )

  

(   ) 

(   ) 
  
 (    )     (5) 

Trong đó: 

   
 ( )  (  ) (    )

 

 
  

   
(  ( )) 

và:   ( )  
 

    

  

   
,(    ) -   ,    - 

(6) 

Để tìm hệ số   
 , công thức (4) có thể được viết lại dưới dạng phương trình sau: 

      (7) 

Trong đó, 

  [
  (     )   (     )   (     )

   
  (     )   (     )   (     )

] 

 ,   (   )-  [
   (     )     (     )    (     )    (     )

   
   (     )     (     )    (     )    (     )

] 

 ,   
     

 
    
 -  [

    
     

 
    
 

   
   
    

 
   
 
] 

Với n là số lượng đỉnh trong mô hình. 

Theo định lý 3.2 trong [22], áp dụng phép phân rã ma trận SVD (Singular value 

Decomposition) trên  . Phương trình (7) có thể được giải như sau: 

 ̃=           (8) 

Trong công thức trên,     là ma trận bên trái và phải của phép phân tích SVD.    là ma trận 

đường chéo với các phần tử được xác định bởi: 

 ̃   {
              
          

,  

    là phần tử trên đường chéo của   

(9) 

Sau khi thu được hệ số   
 , một điểm trong mô hình mục tiêu được xác định công thức (4). 

Trong đó,     ,    -         ,     -. Tuỳ theo yêu cầu, có thể điều chỉnh bước tăng    của   

và    của  .    và    càng nhỏ thì số lượng điểm trên mô hình cuối cùng càng lớn. Bên cạnh 

đó,   sẽ quyết định độ chi tiết của mô hình. 

Việc biểu diễn mô hình sử dụng SH được tóm tắt như sau: 
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B1: Sử dụng kết quả của ánh xạ   ở mục 2.1 để tính   
 (   ) theo công thức (5).  

Với       .
 

√        
/,       .

 

 
/ 

B2: Tìm   
  theo công thức (7) 

B3: Áp dụng công thức (4) để xác định toạ độ một điểm trong mô hình cuối cùng. 

Gọi  ( )  và  (  
 ) là độ lớn góc thứ   của mô hình ban đầu và mô hình được ánh xạ trên hình 

cầu tương ứng,   ̅̅ ̅̅  là độ biến dạng góc trung bình trên mô hình thứ  . Độ biến dạng góc trung 

bình ( ̅) của | | mẫu được tính như sau: 

  ̅̅ ̅̅  
 | (  )  (  

 ) | 

 
,  ̅  

   ̅̅ ̅̅ ̅
| |
 

| |
 (10) 

Hàm điều hòa cầu được áp dụng để biểu diễn lại mô hình, sau khi thu được ánh xạ bảo toàn 

góc. Qua thực nghiệm, chúng tôi thiết lập các tham số cho               , giá trị 

ngưỡng   trong công thức (9) được thiết lập bằng 0,03. Trong đó,   quyết định độ chi tiết của mô 

hình kết quả,       cho phép điều chỉnh độ phân giải (số lượng đỉnh và mặt trên mô hình). 

3. Kết quả và thảo luận 

3.1. Cơ sở dữ liệu 

Phương pháp đề xuất trong bài báo được cài đặt bằng ngôn ngữ C/C++ trên hệ điều hành 

Ubuntu, với máy tính có cấu hình 2.4GH CPU và 8GB RAM. Chúng tôi cũng sử dụng Qt [23] và 

Visualization Toolkit (VTK) [24] để cài đặt các thuật toán xử lý hình ảnh 3D cơ bản và trích xuất 

(render), như đọc ảnh CT và Marching Cube. 

    
(c) (b)  (c) 

Hình 1. Minh hoạ 3 lát ảnh CT gan (a), được gán nhãn (b), và mô hình 3D tương ứng xem ở mặt sau 

(posterior view) (c), Màu sắc của mô hình được dùng cho mục đích minh hoạ. 

Bộ dữ liệu SLIVER07 [25], bao gồm 20 ảnh chụp CT của gan được chọn từ 20 bệnh nhân 

khác nhau được sử dụng trong thực nghiệm. Cả 20 ảnh đều được gán nhãn vùng gan. Tất cả ảnh 

có độ phân giải         pixel. Mỗi ảnh CT chứa từ 64 đến 394 lát (slice). Bộ dữ liệu 

SLIVER07 có thể được sử dụng để phát triển và đánh giá các thuật toán phân đoạn gan tự động, 

cũng như các công cụ hỗ trợ chẩn đoán và theo dõi các khối u trong gan. Nó cũng có thể được sử 

dụng để nghiên cứu và phát triển các phương pháp xử lý ảnh y tế khác liên quan đến gan. Trong 

thực nghiệm các ảnh được gán nhãn sẽ được chuyển sang ảnh 3D sử dụng thuật toán Marching 

Cube và được rút gọn còn 5.000 đỉnh với khoảng 10.000 mặt, xem Hình 1. 

3.2. Các thông số và kết quả thực nghiệm 

Như đã trình bày ở mục 2, để đảm bảo thuật toán ánh xạ kết thúc, hai giá trị ngưỡng sẽ được 

sử dụng, bao gồm   (xác định lỗi của hàm năng lượng) và   (số vòng lặp tối đa của quá trình tìm 

ánh xạ tối ưu). Với giá trị   càng nhỏ và   càng lớn, độ biến dạng góc của phép ánh xạ sẽ nhỏ, 

nghĩa là hình thái học của đối tượng sẽ được bảo toàn, tuy nhiên thời gian thực thi sẽ lớn. Để cân 

bằng giữa thời gian thực thi và độ biến dạng, trong phần thực nghiệm, giá trị của   và   được gán 

bằng      và      . Bảng 1 cho thấy kết quả về thời gian thực thi và độ biến dạng góc của 20 

mô hình từ dữ liệu MICCAI. 
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Bảng 1. Kết quả của phép ánh xạ bảo giác 

Ảnh Thời gian (giây) Biến dạng góc (độ) 

Liver01 80,7 2,2 

Liver02 64,2 1,4 

Liver03 94,9 1,5 

Liver04 86,8 1,3 

Liver05 414,3 1,6 

Liver06 79,6 2,4 

Liver07 83,1 1,5 

Liver08 78,3 1,5 

Liver09 82,5 1,5 

Liver10 69,5 1,5 

Liver11 106,6 1,9 

Liver12 83,4 1,5 

Liver13 79,7 1,5 

Liver14 65,6 1,1 

Liver15 79,5 1,6 

Liver16 491,6 1,1 

Liver17 67,1 1,4 

Liver18 88,3 1,7 

Liver19 88,8 2,2 

Liver20 64,1 1,3 

Trung bình 117,4 1,6 

Có thể thấy rằng, thời gian ánh xạ trung bình là 117,4 giây, ngắn nhất ở trường hợp Liver20 

(64,1 giây) và dài nhất ở Liver16 (491,6 giây). Điều này là do cấu trúc hình học của mỗi mô hình 

khác nhau, dẫn đến tốc độ hội tụ khác nhau. Nhưng nhìn chung, độ biến dạng góc trung bình của 

20 mẫu là nhỏ, khoảng 1,6 độ, với giá trị nhỏ nhất ở trường hợp 14 và 16 (với 1,1 độ). Hình 2 

minh hoạ một mảnh trên mô hình nguồn và ánh xạ tương ứng của nó trên hình cầu. Trong đó, 

màu sắc trên bề mặt thể hiện cho độ cong trung bình (mean curvature) cho mục đích quan sát.  

 

Hình 2. Một mảnh trên mô hình nguồn (a, c) và ánh xạ của nó (b, d) 

Thời gian tái tạo mô hình trung bình là 18,3 giây, mô hình kết quả chứa khoảng 28.562 đỉnh 

và 57.120 mặt. Chúng tôi thực hiện một thực nghiệm khác với             , mô hình 

kết quả chứa 16.022 đỉnh và 32.040 mặt. Thời gian tái tạo được thể hiện trong Hình 3. 
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Hình 3. Thời gian tái tạo mô hình với các tham số đã cho 

Lưu ý rằng, mô hình kết quả được tái tạo bởi rời rạc phép tích phân (integral) theo toạ độ cực 

(polar) và phương vị (azimuthal). Do đó, về mặt hình học, mô hình được tạo thành từ tập hợp các 

hình tứ giác, ngoại trừ ở hai cực. Tuy nhiên, chúng ta có thể dễ dàng tam giác hoá chúng nếu có 

nhu cầu, như Hình 4. 

 
(a) (b) 

Hình 4. Biểu diễn dạng tứ giác (a) và tam giác (b) của mô hình kết quả 

4. Kết luận 

Vùng bụng người cấu thành từ những cơ quan có cấu trúc 3D phức tạp và hầu hết đều nằm 

bên trong. Sự tiến bộ của khoa học công nghệ đã giúp các bác sĩ X-quang (radiologist) và các 

chuyên gia phẫu thuật (surgeon) có thể quan sát các cơ quan bên trong mà không cần phẫu thuật. 

Do đó, việc hiểu sâu về cấu trúc của gan rất quan trọng. Trong bài báo này, chúng tôi đã trình bày 

một phương pháp dựa trên sự kết hợp CM và SH cho việc biểu diễn lại mô hình gan 3D và phân 

tích các kết quả dựa trên các tham số. Bằng việc thay đổi các tham số, mô hình có thể được biểu 

diễn dưới độ chi tiết và độ phân giải khác nhau. Theo kiến thức của chúng tôi, hiện chưa có 

nghiên cứu nào áp dụng kết hợp hai phương pháp và thực nghiệm trên bộ dữ liệu MICCAI 

SLIVER07. Do đó, kết quả thực nghiệm trong bài báo chủ yếu dựa vào viêc tinh chỉnh các tham 

số. Trong tương lai, chúng tôi sẽ tiến hành phân tích sâu hơn các kết quả định lượng và đề xuất 

một hệ thống mô phỏng việc cắt ghép dựa trên thông tin giải phẫu học của gan.  

Lời cám ơn 

Chúng tôi xin cám ơn các tác giả của MICCAI SLIVER07, đã cung cấp một bộ dữ liệu hữu 

ích cho việc nghiên cứu về gan người. Chúng tôi cũng cám ơn các phản biện đã đóng góp những 

ý kiến giúp hoàn chỉnh bài báo này. 
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