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ARTICLE INFO ABSTRACT 

Received:  13/4/2025 The torsional stiffness of corrugated core board is an important mechanical 

property that represents the ability to resist torsional deformation when 

subjected to the twisting force of the packaging during use. However, 

accurately calculating torsional stiffness still faces many challenges. This 

paper analyzes the torsional stiffness calculation process to identify existing 

difficulties, thereby proposing a method for determining the torsional 

stiffness of corrugated core board using analysis and numerical simulations. 

The analytical expression for calculating torsional stiffness is developed to 

allow fast and flexible calculations during the design process. A 3D 

numerical model is created in Abaqus software, accurately reproducing the 

geometry of the corrugated core layer to simulate the torsional behavior 

under torque effects. Comparison of the results between the two methods 

shows small deviations, confirming their accuracy. The research results 

provide a useful basis for the design, evaluation, and optimization of 

corrugated board structures in applications requiring torsional resistance. 
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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  13/4/2025 Độ cứng xoắn của tấm carton lõi lượn sóng là một đặc tính cơ học quan 

trọng, thể hiện khả năng chống lại sự biến dạng xoắn khi chịu tác động lực 

gây xoắn của bao bì trong quá trình sử dụng. Tuy nhiên, việc tính toán chính 

xác được độ cứng xoắn còn gặp phải nhiều thách thức. Bài báo này tập trung 

vào việc phân tích quy trình tính toán độ cứng xoắn để xác định vấn đề khó 

khăn đang tồn tại, từ đó đề xuất phương pháp xác định độ cứng xoắn của tấm 

carton có cấu trúc lõi lượn sóng bằng giải tích và mô phỏng số. Biểu thức 

giải tích tính toán độ cứng xoắn được xây dựng cho phép tính toán nhanh 

chóng và linh hoạt trong quá trình thiết kế. Mô hình số 3D được xây dựng 

trong phần mềm Abaqus, tái hiện chính xác hình học của lớp lõi lượn sóng 

để mô phỏng hành vi chịu xoắn dưới tác dụng của mô men xoắn. So sánh 

giữa hai phương pháp cho thấy sự sai lệch nhỏ, khẳng định tính chính xác 

của hai phương pháp. Kết quả nghiên cứu là cơ sở hữu ích cho việc thiết kế, 

đánh giá và tối ưu hóa kết cấu tấm carton trong các ứng dụng đòi hỏi khả 

năng chịu xoắn. 
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1. Giới thiệu 

Độ cứng xoắn là một đại lượng cơ học biểu thị khả năng của vật liệu hoặc cấu kiện chịu được sự 

biến dạng do mô men xoắn tác động. Trong thực tế, ý nghĩa của độ cứng xoắn rất quan trọng trong 

nhiều lĩnh vực kỹ thuật và thiết kế như trong thiết kế cơ khí: độ cứng xoắn đảm bảo rằng các trục có 

thể chịu được mô men xoắn truyền qua mà không bị biến dạng lớn, gây mất ổn định hoặc hư hỏng. 

Các bộ phận như trục, khớp nối cần có độ cứng xoắn đủ lớn để hoạt động ổn định, tránh rung lắc và 

đảm bảo tuổi thọ. Trong ngành ô tô, khung gầm cần có độ cứng xoắn cao để đảm bảo an toàn, giảm 

biến dạng trong khi xe chịu lực vặn xoắn khi vào cua hoặc trên địa hình gồ ghề. Hệ thống lái và treo: 

Các thành phần phải đủ cứng để đảm bảo phản hồi nhanh và chính xác. Trong xây dựng, dầm cầu 

phải có độ cứng xoắn phù hợp để chịu được các lực không đối xứng, ví dụ khi xe tải nặng đi qua. Độ 

cứng xoắn giúp đảm bảo tính ổn định của công trình trước các tác động ngoài, như gió hay động đất. 

Tóm lại, độ cứng xoắn là một yếu tố quan trọng trong việc đảm bảo độ bền, hiệu suất và tính an toàn 

của các cấu kiện hoặc hệ thống cơ học trong thực tế. 

Lý thuyết xoắn đàn hồi đầu tiên được Saint-Venant phát triển vào năm 1855 là một trong những 

nền tảng của cơ học vật rắn biến dạng. Đây là lý thuyết phân tích ứng xử của các thanh có mặt cắt 

ngang bất kỳ khi chịu mô-men xoắn [1]. Nghiên cứu về độ cứng xoắn của các tiết diện không tròn 

thường tập trung vào việc phân tích khả năng chống lại biến dạng xoắn của các tiết diện có hình 

dạng phi tròn, như tiết diện chữ nhật, hình elip, chữ I, chữ H, chữ T, hoặc các dạng phức tạp khác 

[2]. Cho đến nay đã có nhiều nghiên cứu đề xuất các phương pháp tính toán độ cứng xoắn của các 

chi tiết, kết cấu khác nhau. Phân tích xoắn thanh composite với các lớp vật liệu khác nhau được 

thực hiện nhờ giải pháp phần tử biên (B.E.) cho bài toán xoắn Saint-Venant với thanh trụ composite 

có tiết diện bất kỳ. Thanh composite gồm vật liệu ma trận hình trụ bao quanh các tạp chất với mô 

đun cắt khác nhau, liên kết chặt chẽ. Bài toán được thiết lập theo hàm xoắn qua bài toán giá trị biên 

kiểu Neumann, đồng thời đánh giá độ cứng xoắn và ứng suất cắt. Các ví dụ số được so sánh với 

kết quả phân tích hoặc số khác, trong đó trường hợp tiết diện đồng nhất có hoặc không có lỗ là đặc 

biệt. Hiệu quả của phương pháp B.E. được chứng minh rõ ràng [3]. Đối với những kết cấu phức 

tạp, phương pháp phần tử hữu hạn được sử dụng để tính toán độ cứng xoắn như trong đánh giá độ 

cứng khung gầm xe ô tô [4]; mô phỏng các chi tiết có kết cấu vách mỏng [5]; tăng cường độ cứng 

xoắn của khung xe ô tô nhẹ bằng cách tối ưu hóa vật liệu và hình dạng [6]; đánh giá tính chất xoắn 

của vật liệu in 3D cho các cấu trúc mới [7] – [9]. Một lý thuyết mới để tính độ cứng xoắn được đề 

xuất trong nghiên cứu của Wenjuan Lou và cộng sự [10], tuy nhiên chỉ áp dụng cho bó dây dẫn. 

Trong nghiên cứu của Tomasz Garbowski và cộng sự [11], một phương trình phân tích mô tả độ 

cứng xoắn của tấm có tính đến độ cứng cắt ngang trong các tấm sandwich. Độ cắt ngang trở thành 

một thành phần quan trọng nếu tấm hoặc vỏ được phân tích theo chiều dày. Bên cạnh đó, một số 

nghiên cứu về tấm carton lõi sóng cũng đề cập đến vấn đề độ cứng xoắn [12] - [14].  

Trong những nghiên cứu liên quan đến độ cứng xoắn đã công bố chưa có nghiên cứu nào về 

việc tính độ cứng xoắn cho kết cấu tấm sandwich lõi sóng. Đặc biệt là tấm carton lõi lượn sóng. 

Nghiên cứu này nhằm xây dựng mô hình lý thuyết để tính toán độ cứng xoắn dựa trên đặc tính hình 

học và tính chất cơ học của kết tấm carton. Nghiên cứu này phát triển mô hình mô phỏng số để 

phân tích ứng xử của tấm carton khi chịu mô men xoắn, xác định độ cứng xoắn tương ứng; từ đó 

hỗ trợ thiết kế và tối ưu hóa cấu trúc carton trong thiết kế bao bì và các kết cấu tấm sandwich. 

2. Phương pháp nghiên cứu 

Độ cứng xoắn (GJ) là một đại lượng cơ học liên quan đến mô-men xoắn và góc xoắn trên một 

đơn vị chiều dài. Biểu thức tính độ cứng xoắn như sau: 

/

T
GJ

L
=                                                                     (1) 

Trong đó: 

G- Mô-đun trượt của vật liệu (Pa hoặc N/m²) 
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J- Mô-men quán tính cực của diện tích tiết diện ngang (m⁴) 

T- Mô-men xoắn tác dụng lên vật liệu (N.m) 

θ- Góc xoắn (radian) 

L-Chiều dài mẫu thử (m) 

Đối với tấm carton lõi lượn sóng, do lõi có dạng hình học khá phức tạp (Hình 1) nên việc tính 

mô-men quán tính J trở nên khó khăn, đòi hỏi hiểu biết về tính chất vật liệu, hình học của lõi lượn 

sóng và phương pháp tính toán. Cơ sở tính toán được trình bày trong phần sau. 

 
Hình 1. Kết cấu tấm carton lõi lượn sóng 

2.1. Cơ sở tính toán độ cứng xoắn  

Xét một tấm phẳng chịu tải trọng phân bố theo phương thẳng đứng q. Nội lực và mô men nội 

lực trên mặt phẳng trung bình biểu diễn như Hình 2. Phương trình cân bằng cho tấm: 

 x xx yx xy y yy xy xyM , M , M , M , q+ + − = −                                              (2)                             

 
Hình 2. Nội lực và mô men nội lực trên mặt trung bình của tấm 

Trong tấm phẳng trực hướng ứng suất phẳng, mô men uốn và mô men xoắn được tính theo các 

biểu thức (3): 
' '' ' ''

x x x y x ' xx ' yy

' '' ' ''
y y y x y ' yy ' xx

xy xy ' xy

E E z( E w E w )

E E z( E w E w )

G 2Gzw

  

  

 

= + = − +

= + = − +

= = −

                                                 (3) 

với  
y x yx' ' ''x

x y x yx y xy
xy yx xy yx xy yx

E EE
E ; E ; E ; E E

1 1 1


 

     
= = = =

− − −
 

h / 2

x x x ' xx 1 ' yy

h / 2

h / 2

y y y ' yy 1 ' xx

h / 2

h / 2

xy xy xy ' xy

h / 2

M zdz D w D w

M zdz D w D w

M zdz 2D w







−

−

−

= = − −

= = − −

= − =







 
   (4) 
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với   

' 3' 3 '' 3 3
yx

x y 1 xy

E hE h E h Gh
D ; D ; D ; D

12 12 12 12
= = = =  

Trong đó, Ex và Ey là các mô đun đàn hồi, G là mô đun trượt, xy là hệ số Poisson và h là chiều 

dày tấm. Thay biểu thức (4) vào (2), ta được: 

, 1 , ,w 2( )w wx xxxx xy xxyy y yyyyD D D D q+ + + =
 

  (5) 

Trong đó: D1 là ảnh hưởng của hệ số Poisson mô men uốn đến độ cong xoắn, Dxy là độ cứng 

xoắn của tấm. 

Đối với tấm carton lõi sóng do có cấu trúc rỗng với các khoang xen kẽ, phân bố ứng suất và 

biến dạng theo phương vuông góc với mặt phẳng tấm là phi tuyến. Vì vậy, không thể áp dụng trực 

tiếp phép tích phân trong công thức (4) như đối với tấm nhiều lớp thông thường để xác định độ 

cứng. Để giải quyết vấn đề này, một mô hình tương đương nhằm xác định độ cứng xoắn đã được 

đề xuất [8]. Mô hình này được xây dựng dưới dạng lưới thanh, cho phép xét đến sự khác biệt về 

độ cứng xoắn theo hai phương chính x và y (Hình 3). Trên cơ sở lý thuyết dầm cổ điển, độ cứng 

xoắn của từng thanh được tính theo chiều dài đơn vị tương ứng:  

y yx x

xy x,x ,yx yx y ,y ,xy ,yx ,xy

1 1 1 1

Gj GjGj Gj
M w ; M w ; w w

b b a a
 = = = = − =    (6) 

Trong đó, Gjx là độ cứng xoắn theo phương x, Gjy là độ cứng xoắn của dầm theo phương y, x,x và 

y,y biểu thị tỷ lệ xoắn quanh x và y, -2w’xy là độ cong xoắn, Mxy và Myx là các mô men xoắn tính trên 

một đơn vị chiều dài, b1 và a1 là các khoảng chia giữa hai dầm theo phương x và y tương ứng. 

 
Hình 3. Mô phỏng xoắn cho kết cấu dạng lưới 

Thay biểu thức (6) vào (2), ta có: 

y y yx x x
xxxx xxyy yyyy

1 1 1 1

Gj E iE i Gj
w, w, w, q

b b a a

 
+ + + = 
 

   (7) 

Trong đó, Exix, Eyiy là độ cứng uốn của dầm theo phương x, và phương y tương ứng. 

Từ biểu thức (5) và (7), độ cứng xoắn của tấm tương đương thu được: 

y yx x
xy

1 1

Gj GJGj GJ1 1
D

4 b a 4 b a

   
= + = +   

   

   (8) 

Trong đó, GJx và GJy là tổng các độ cứng xoắn của tất cả các dầm theo phương x và theo phương 

y. 

Từ sự kết hợp của hai thanh chịu xoắn, ta có hệ số 1/4. Nếu góc xoắn x quanh trục x trong tấm, 

ta thu được một tỷ lệ xoắn x,x = w,yx = x/L quanh trục x và một tỷ lệ xoắn ngang bằng y,y = -w,xy = 

-x/L quanh trục y. Công của mô men ngoại lực được tính bằng nội năng của biến dạng [15]: 

( ) ( ) ( )
L B 2 22 yx

t x x x x y y y ,xy
0 0 A

GJGJ
M Gj , dx Gj , dy w dA

B L
  

 
= + = + 

 
       (9) 

Với  ( ) ( )x x y yi j
i j

Gj Gj ,Gj Gj= =   
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Trong tấm đồng nhất tương đương, phương trình năng lượng có thể được viết như sau: 

( )
22

t x xy xy xy xy
A A

M D dA D -2w, dA = =     (10) 

Trong đó, (-2w,xy) =  xy là độ cong xoắn của tấm, nó được chia thành hai tỷ lệ bằng nhau của 

xoắn dầm (w,yx = x,x và w,xy = -y,y). Từ biểu thức (9) và (10), thu được công thức để tính toán độ 

cứng xoắn của tấm tương đương: 

yx
xy

GJGJ1
D

4 B L

 
= + 

 
   (11) 

2.2. Tính toán độ cứng xoắn cho tấm carton lõi lượn sóng  

Các nghiên cứu [12] và [13] đã đề xuất phương pháp tính gần đúng độ cứng xoắn của tấm carton 

3D. Trên mặt cắt CD, mô-men xoắn quanh trục y có thể được mô hình hóa tương đương với một 

thanh thành mỏng có nhiều ô kín (Hình 4). Dựa trên lý thuyết Bredt, các phương trình sau được 

thiết lập cho một phần bao gồm n ô đơn vị. 

 
Hình 4. Luồng ứng suất cắt trên tiết diện thành mỏng của n ô đơn vị 

1 2 1
1

1,2

1 2 3 2
2

2,1 2,3

1

, 1

2

2
....

2

t

t

t

n n n
n

n n

Mds ds
q q S

e e J

Mds ds ds
q q q S

e e e J

Mds ds
q q S

e e J
−

−

− =

− + − =

− + =

 

  

 

   (12) 

Trong đó, J là mômen quán tính xoắn của tiết diện ô đơn vị; qi đại diện cho luồng ứng suất cắt 

chưa xác định trong thành phần tử ô; Mt là mômen xoắn tác dụng lên tiết diện; e là độ dày thành ô; 

s là chiều dài của đường cong trung bình trong thành ô; và Si là diện tích mặt phẳng được giới hạn 

bởi đường cong trung bình s của ô đơn vị. 

Giải các phương trình (12) (sử dụng 2Mt/J = 1), thu được luồng ứng suất cắt iq . Từ đó mô men 

xoắn quán tính J và luồng ứng suất cắt qi được tính theo công thức sau: 
n

i i
i 1

J 4 q F
=

=  ;  
2 t

i i

M
q q

J
=    (13) 

Sử dụng hệ phương trình tuyến tính (12), có thể giải được bài toán xoắn đối với một tấm carton 

có 10 ô đơn vị. Từ đó, phương trình (13) được áp dụng để tính toán giá trị J và qi. Các luồng ứng 

suất cắt xuất hiện trong các thành bên trong rất nhỏ so với ở các thành bên ngoài. Khi số lượng ô 

đơn vị tăng lên, các luồng ứng suất cắt trong vách bên trong trở nên gần như không đáng kể (xem 

Hình 5). Trên thực tế, một tấm carton lõi sóng thường bao gồm hơn 50 ô, với ứng suất phân bố gần 

như bằng không trên đa số các vách của lõi. Do đó, khi tính độ cứng xoắn bằng công thức Bredt 

cho tiết diện của một ô có thể bỏ qua những vách này: 
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=


        (14) ( )
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(1) (3) (2)

1 3 2
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s

Lh G e G eS L h
GJ l L

ds L L L G e G e

Ge G e G e G e

= =  
+

+ +
    (15) 

trong đó h là chiều cao của tấm carton, L là chiều dài của tấm và l là một nửa chiều dài hình sin 

của lõi. 

 

Hình 5. Phân bố ứng suất tiếp trên một mặt cắt có 10 khoang rỗng 

Theo hướng MD, việc tìm lời giải cho bài toán xoắn gặp nhiều khó khăn. Các phân tích bằng 

phương pháp phần tử hữu hạn cho thấy mặt cắt MD là mặt cắt hở, có độ cứng xoắn dầm nhỏ đáng 

kể so với độ cứng xoắn trên mặt cắt CD. Vì vậy, để đơn giản hóa bài toán xoắn vốn rất phức tạp, 

có thể xem như bỏ qua độ cứng xoắn theo phương MD: 

CD CDMD
xy

GJ GJGJ1
D

4 B L 4L

 
= +  

 
   (16) 

3. Kết quả và thảo luận 

 

Hình 6. Kích thước và hình dáng hình học của tấm carton lõi lượn sóng 

Xét một tấm carton lõi sóng có chiều dài L = 400 mm và chiều rộng B = 200 mm. Tiết diện mặt 

cắt ngang như Hình 6. Thông số vật liệu của các lớp giấy như trong Bảng 1. Điều kiện biên của 

tấm carton lõi sóng chịu xoắn như trong Hình 7. Mô hình được xây dựng trong phần mềm Abaqus 

gồm 97250 phần tử S4R với 95324 nút. 

Bảng 1. Các thuộc tính đàn hồi của giấy 

Lớp giấy Ex (MPa) Ey (MPa) xy Gxy (MPa) E0 

1,3 2350,2 879,91 0,0829 1047,2 91,45 

2 1120,4 615,85 0,0717 301,05 80,31 
 

Mô men xoắn bên ngoài Mtotal-x cần thiết để có được góc áp đặt x = π/20, nó cho mômen xoắn 

bên trong trên một đơn vị chiều rộng: 

total x
xy

M
M

B

−− =                                                                (17) 

Một tấm khi xoắn quanh x hoặc xoắn quanh y, dẫn đến tốc độ xoắn giống hệt nhau và mômen 

xoắn giống hệt nhau theo cả hai hướng: 

, , ; total x
y y x x yx xy

M
M M

B
  −= − = − =                                             (18) 

Nghiên cứu đã chứng minh rằng độ cứng xoắn GJMD nhỏ hơn nhiều so với GJCD và do đó không 

đáng kể. Trên thực tế, GJCD là vật liệu chống lại mômen xoắn bên ngoài xung quanh x: 

http://jst.tnu.edu.vn/
mailto:jst@tnu.edu.vn


TNU Journal of Science and Technology 230(10): 104 - 111 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                  110                                                 Email: jst@tnu.edu.vn 

,
,

CD total x
yx CD y y

x x

GJ M
M L GJ

L B



−=  = −                                               (19) 

Luồng ứng suất đi trong các lớp của tấm tính toán được bằng giải giải tích thể hiện trong Hình 

8, bằng mô phỏng số thể hiện như trong Hình 9. Các kết quả nhận được cho thấy luồng ứng suất 

tính toán bằng mô phỏng số và lý thuyết có sự tương đồng rất tốt. Từ đó tính toán được độ cứng 

xoắn như trong Bảng 2. Đối với trường hợp áp dụng góc xoắn quanh trục y, thu được kết quả tương 

tự (Bảng 3). Độ cứng xoắn của tấm dưới các mômen bên ngoài Mtotal-x (MD) hoặc Mtotal-y (CD) gần như 

giống hệt nhau. Điều này được giải thích là do sự liên kết xoắn giữa hai hướng và cung cấp độ 

cứng xoắn độc đáo của tấm. 

 

Hình 7. Điều kiện biên của tấm chịu xoắn 

 

Hình 8. Luồng ứng suất tiếp trong các lớp thu được bằng lý thuyết Bredt 

 

Hình 9. Luồng ứng suất tiếp trong các lớp thu được bằng mô phỏng 3D Abaqus 

Bảng 2. Độ cứng xoắn thu được bằng 2 phương pháp (x = π/20) 

Bredt D33 (N.mm) Abaqus-3D (N.mm) Error (%) 

334MDGJ
D

L
=   

.

total x

x x

M

B

−  
 

8192,35 8271,77 0,96 

Bảng 3. Độ cứng xoắn thu được bằng 2 phương pháp (y = π/20) 

Bredt D33 (N.mm) Abaqus-3D (N.mm) Error (%) 

334CDGJ
D

L
=   

y.y

total yM

B

−
 

 

8192,35 8320,43 1,56 

4. Kết luận 

Độ cứng xoắn là một đặc tính cơ học quan trọng, đóng vai trò thiết yếu trong việc đánh giá độ 

bền và tính ổn định của tấm carton lõi lượn sóng, đặc biệt trong các ứng dụng bao bì yêu cầu khả 

năng chịu lực tốt trong quá trình vận chuyển và sử dụng. Tuy nhiên, việc tính toán chính xác độ 

cứng xoắn đối với tấm carton lõi lượn sóng còn gặp nhiều thách thức do tính chất phức tạp của cấu 

trúc vật liệu. Bài báo đã phân tích các khó khăn trong quá trình tính toán, từ đó đề xuất một phương 
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pháp giải tích để xác định mô men quán tính, đồng thời sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để 

kiểm chứng độ chính xác của phương pháp giải tích. Phương pháp đề xuất dựa trên mô hình dạng 

lưới để tính xoắn cho kết cấu khoang rỗng như tấm carton lõi sóng. Đồng thời đã ứng dụng sự phân 

bố luồng ứng suất trong các thanh thành mỏng vào tính toán độ cứng xoắn. Kết quả nghiên cứu 

không chỉ cung cấp một cách tiếp cận hiệu quả hơn trong việc tính toán độ cứng xoắn mà còn mở 

ra hướng cải tiến thiết kế tấm carton đáp ứng tốt hơn các yêu cầu thực tiễn. 
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