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lubricant film is modeled by a spring-damper system. Previous studies 

have been based on the assumption that the force generated by the 

lubricant film is a linear function of displacement and velocity. This 

paper proposes a new model using fractional-order derivatives, in 

which the lubricant film force depends nonlinearly on the velocity. The 

paper also establishes a method for calculating the stiffness and 

damping coefficients in the model, as well as determining the trajectory 

of the shaft motion. Numerical simulations are performed with the 

fractional derivative order   ranging from 0.7 to 1.0. The results show 

that the stiffness coefficients converge rapidly and are less dependent 

on the value of  , while the damping coefficients decrease quickly to 

zero as   decreases. When the order   approaches 1, the computational 

results converge to the linear case. The study demonstrates the potential 

of applying fractional calculus to solve practical engineering problems. 
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THÔNG TIN BÀI BÁO TÓM TẮT 

Ngày nhận bài:  02/6/2025 Trong quá trình thiết kế và tính toán bơm bánh răng ăn khớp trong, lớp 

màng dầu được mô hình hóa bởi một hệ lò xo giảm xóc. Các nghiên 

cứu trước đây dựa trên giả thiết rằng lực tác dụng của màng dầu bôi 

trơn là hàm tuyến tính đối với độ dịch chuyển và vận tốc chuyển động. 

Bài báo này đề xuất một mô hình mới với sự giúp đỡ của đạo hàm phân 

thứ, trong đó lực màng dầu phụ thuộc phi tuyến vào vận tốc chuyển 

động. Bài báo cũng xây dựng cách tính toán các hệ số đàn hồi và giảm 

chấn trong mô hình, cách xác định quỹ đạo chuyển động của trục. Các 

mô phỏng số được thực hiện với bậc đạo hàm phân thứ   từ 0,7 đến 1,0. 

Kết quả cho thấy các hệ số đàn hồi hội tụ nhanh, ít phụ thuộc vào bậc  , 

và các hệ số giảm chấn giảm nhanh về 0 khi   nhỏ. Khi bậc   tiến dần 

đến 1, kết quả tính toán hội tụ về trường hợp tuyến tính. Nghiên cứu 

chứng tỏ khả năng áp dụng giải tích phân thứ trong việc giải quyết các 

bài toán thực tế. 
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1. Giới thiệu 

Hoạt động của máy móc thường có quan hệ mật thiết đến kỹ thuật bôi trơn. Về nguyên lý, 

màng dầu bôi trơn có vai trò ngăn cách, làm trơn các bề mặt tiếp xúc, và truyền tải các lực tác 

động thông qua áp suất sinh ra trong lớp màng dầu. Do đó, tính chất hoạt động của máy móc có 

thể phân tích được dựa vào các quy luật thủy động lực học. Nhiều nghiên cứu về tính chất thủy 

động lực học của chuyển động ổ trục trong động cơ nhận được sự quan tâm của nhiều nhà khoa 

học trong nước và trên thế giới [1] – [10]. Một trong các phương pháp mô hình hóa và tính toán 

tác động của lớp màng dầu được đề xuất bởi J. W. Lund [2], ở đó lớp màng dầu được xem như 

một hệ thống lò xo giảm xóc (Hình 1 mô tả cấu tạo của một bơm bánh răng ăn khớp trong, và 

Hình 2 biểu diễn tác dụng của lớp màng dầu như một hệ lò xo – giảm xóc). Do đó, lực tác động 

của màng dầu được biểu diễn bởi một hàm tuyến tính của chuyển vị và vận tốc trục quay: 

[
  
  
]  *

(  ) 
(  ) 

+  [
      
      

] [
  
  

]  [
      
      

] [
  ̇
  ̇

] ( )  

trong đó     là các hệ số đàn hồi,     là các hệ số giảm chấn,   ,    là độ dịch chuyển và   ̇,   ̇ 

là vận tốc của trục quay theo các trục   và   tương ứng. 

Kết quả tính toán các thông số động lực học như áp suất màng dầu, hệ số đàn hồi và hệ số 

giảm chấn được thực hiện trong [2], [4], làm cơ sở để phân tích các tính chất động học của máy 

móc và hoạt động bôi trơn. 

 

 

 
 

Hình 1. Mặt cắt bơm bánh răng  

ăn khớp trong 

Hình 2. Mô hình lò xo và 

giảm xóc 

Hình 3. Hệ thống lò xo 

giảm xóc 

Gần đây, giải tích phân thứ (sử dụng đạo hàm với bậc không nguyên) được phát triển mạnh 

mẽ và đã có nhiều ứng dụng thực tế được tìm thấy như phương trình truyền nhiệt [11], phương 

trình khuyếch tán [12], phương trình Navier-Stokes [13], xử lý ảnh [14]. Trong các bài báo [12] –

[19], đạo hàm phân thứ được sử dụng để mô hình hóa dao động tắt dần của hệ thống lò xo giảm 

xóc, tạo cơ sở để giải các bài toán phi tuyến trong thực tế. Chẳng hạn, mô hình lò xo giảm xóc 

như mô tả trong Hình 3 được sử dụng để minh họa khái niệm này, trong đó lực tác động F(t) có 

thể được biểu diễn dưới dạng:  

 ( )    ( )   
   ( )

   
( )  

với 
   ( )

   
 là đạo hàm phân thứ có bậc   thực. 

Trong vật lý, lực cản chất lưu (chất lỏng hoặc khí) phụ thuộc vào nhiều yếu tố và không có 

biểu diễn thống nhất trong mọi trường hợp. Đối với vật thể chuyển động trong chất lưu, người ta 

sử dụng lực cản với công thức: 

  
 

 
     

 ( ) 

trong đó,   là khối lượng riêng chất lưu,    là hệ số cản,   là diện tích cắt ngang của vật thể 

vuông góc với dòng chảy,   là vận tốc của vật thể chuyển động trong chất lưu. Nếu vận tốc   lớn, 

số mũ   được chọn bằng 2; nếu   nhỏ, số mũ   được chọn bằng 1. Kết quả này có được dựa trên 

phân tích dữ liệu thực nghiệm.  
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Trong nghiên cứu này, dựa trên đạo hàm phân thứ, chúng tôi mô hình hóa lực cản của màng 

dầu đối với trục bánh răng bởi hàm phụ thuộc vào vận tốc   với số mũ   thực. Trước tiên, bậc   

được xem xét trong trường hợp      . Phương pháp mô hình hóa này cũng phù hợp với các 

nghiên cứu gần đây như trong các bài báo [16] – [17] cả trên khía cạnh lý thuyết lẫn thực nghiệm. 

Các mô hình bôi trơn truyền thống thường xem xét dầu bôi trơn như là chất lỏng Newtonian. 

Thực tế có nhiều loại dầu bôi trơn, được bổ sung thêm một số chất phụ gia để kiểm soát độ nhớt, 

có thể biểu hiện tính chất nhớt đàn hồi (viscoelastic) [20], [21]. Do đó, việc sử dụng đạo hàm 

phân thứ để mô hình hóa lớp màng dầu là phù hợp. 

Sự kết hợp của giải tích phân thứ và phương pháp mô hình hóa màng dầu bởi hệ thống lò xo 

giảm xóc có thể giúp mở ra hướng nghiên cứu mới về các đặc tính thủy lực của lớp màng dầu 

trong lý thuyết bôi trơn. Bài báo này đề xuất việc mô hình hóa lực tác động của lớp màng dầu 

bằng đạo hàm phân thứ và thực nghiệm tính toán với một số giá trị của bậc đạo hàm phân thứ. 

Mục 2 trình bày về một mô hình toán với đạo hàm phân thứ Caputo, phương trình Reynolds, lực 

tác dụng của màng dầu và phương trình chuyển động của trục. Trong mục 3, các kết quả tính toán 

bằng số được thực hiện với một số giá trị của bậc đạo hàm phân thứ. Mục 4 trình bày nhận xét và 

kết luận về phương pháp mô hình hóa bằng đạo hàm phân thứ. 

2. Mô hình toán 

2.1. Đạo hàm phân thứ Caputo 

Đạo hàm phân thứ mở rộng khái niệm đạo hàm theo nghĩa thông thường cho bậc   không 

phải là số tự nhiên.  

Định nghĩa 1 [22]:  Cho      và   ⌈ ⌉. Toán tử   
  xác định trên   ,   - có dạng sau: 

  
  ( )  

 

 ( )
∫ (   )    ( )  

 

 

( ) 

với      , được gọi là toán tử tích phân phân thứ Riemann-Liouville bậc  . 

Định nghĩa 2 [22]: Cho      và   ⌈ ⌉. Toán tử   
 , xác định bởi 

  
  ( )    

      ( )  
 

 (   )
∫ (   )      ( )( )  

 

 

( ) 

được gọi là toán tử đạo hàm (phân thứ) Caputo bậc  .  

Ví dụ 1: Xét hàm đa thức  ( )  (   )  với    . Cho     và   ⌈ ⌉, ta có: 

  
 [(   ) ]  {

                                                       *           +    

 (   )

 (     )
(   )     

                        
                  

 
( ) 

Nhận xét 1: Trong [23], người ta chứng minh được rằng một hàm trơn  ( ) có thể khai triển 

Taylor theo đạo hàm phân thứ Caputo với bậc   (   ) như sau: 

 ( )   ( )  
(  

  )( )

 (   )
(   )    (   ) ( ) 

ở đó   (   ) là phần dư, rất nhỏ so với các số hạng còn lại. 

2.2. Phương trình Reynolds 

Xét hệ trục bánh răng và thân bơm được mô tả trong Hình 4. Giả thiết rằng khoảng trống giữa 

trục bánh răng và thân bơm được lấp đầy dầu bôi trơn. Hệ trục tọa độ Oxy có gốc tọa độ là tâm 

của thân bơm. Giả thiết rằng dòng chất lưu có độ nhớt đồng nhất và không chịu nén. Khi đó, 

phân bố áp suất   trong lớp màng dầu được xác định bởi phương trình Reynolds cho dòng chảy 

tầng dưới đây (xem [2]): 

 

  
 

  
(
  

   

  

  
)  

 

  
(
  

   

  

  
)  

 

 

  

  
  ̇       ̇                  ( ) 
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trong đó   là bán kính vành răng,   là độ nhớt của chất lưu,   là vận tốc quay, và   là bề dày của 

lớp màng dầu. Theo [2], bề dày lớp màng dầu được xấp xỉ bởi công thức: 

        (    )               ( ) 
ở đó,   là khe hở xuyên tâm giữa vành bánh răng và thân bơm, và   là độ lệch tâm. 

 
 

Hình 4. Phân bố áp suất màng dầu Hình 5. Lưới sai phân 

Để tính toán áp suất của lớp màng dầu  , ta sử dụng phương pháp sai phân (xem [10]). Lưu ý 

rằng áp suất hiệu dụng chỉ phân bố trên một phần bề mặt của vành răng, như mô tả trên Hình 4. 

Do đó, điều kiện biên Reynolds thường được chọn thỏa mãn:  (   )   (   )    và 

 (    )   (    )   . Các giá trị    và    (Hình 5) không biết trước và được xác định trong 

quá trình tính toán. Cụ thể, theo [24], áp suất màng dầu      tại nút lưới (     ) được xác định bởi 

công thức: 

     
    
            

            
            

            
 

    
   

trong đó các hệ số     
  tính được từ việc sai phân hóa phương trình (8). Để tăng tốc quá trình tính 

toán, phương pháp hệ số tăng tốc (over-relaxation) được áp dụng: 

    
( )      

(   )   [
    
       

(   )
     

       
(   )

     
       

(   )
     

       
(   )

     
 

    
      

(   )
] 

với hệ số tăng tốc          . Trong quá trình lặp, nếu        thì ta đặt       . Quá trình 

tính toán được lặp đi lặp lại cho đến khi sai số tính toán nhỏ hơn ngưỡng    cho trước: 

∑ |    
( )      

(   )
|   

∑ |    
( )

|   

     

Trong nghiên cứu này, chúng ta chọn       và        . Khi áp suất   hội tụ, các điểm 

biên (tương ứng với các góc    và   ) sẽ được xác định là các nút lưới có sự chuyển trạng thái 

của áp suất   từ 0 sang dương và ngược lại. 

2.3. Lực tác dụng của màng dầu 

Lực tác dụng của màng dầu dọc theo các trục   và   được gây nên bởi áp suất   như sau: 

(
  
  
)    ∫ ∫ .

    
    

/  

 

 

  

  

  

(  ) 

Cho      . Khi trục có dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng, áp dụng khai triển 

Taylor phân thứ cho lực tác dụng của màng dầu, ta có biểu diễn: 

[
  
  
]  *

(  ) 
(  ) 

+  [
      
      

] [
  
  

]  [
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  ̇ 

  ̇ ] (  ) 
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trong đó     và     là các hệ số đàn hồi và hệ số giảm chấn. Các hệ số này được xác định bởi: 

(
      
      

)  

(

 
 

   
  

   
  

   

  

   

  )

 
 

   ∫ ∫(
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    ̇

       ̇
   

    ̇
       ̇

   
)  

  

 (   )
∫ ∫(

  ̇        ̇      

  ̇        ̇      
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(  ) 

ở đó,    (   ) ,    (   ) 
,   ̇   (    ̇

  )
 
 và   ̇   (    ̇

  )
 
 là các áp suất gây nên bởi 

độ dịch chuyển và biến thiên vận tốc quanh vị trí cân bằng.  

Lấy đạo hàm thông thường và đạo hàm phân thứ phương trình (8) theo      ̇  ̇, ta thu được: 
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Chú ý rằng ở gần vị trí cân bằng, các vận tốc  ̇ và  ̇ là rất nhỏ nên có thể bỏ qua trong các 

phương trình (14) và (15). Giải các phương trình (8), (14) – (17), ta thu được các áp suất 

          ̇     ̇   và từ đó tính được các hệ số đàn hồi và giảm chấn. 

2.4. Phương trình chuyển động 

Phương trình chuyển động của trục bánh răng có dạng sau đây: 

 [
  ̈
  ̈

]  [
     
     

]  *
(  ) 
(  ) 

+  [
      
      

] [
  
  

]  [
      
      

] [
  ̇ 

  ̇ ]                   (  ) 

trong đó,   là khối lượng của trục bánh răng,   là ngoại lực tác động vào trục, và   là góc tạo 

bởi ngoại lực so với phương thẳng đứng. 

Rõ ràng, khi    , ta quay trở lại mô hình chuyển động của ổ trục như đã đề xuất trong [2]. 

Để giải phương trình (18), khoảng thời gian (   ) được chia bởi các điểm lưới thời gian 

      ,          với bước lưới       . Sau đó, áp dụng phương pháp Runge-Kutta bậc 

4 (RK4) để giải phương trình vi phân này. 

3. Kết quả tính toán số 

Tính toán các hệ số động học của lớp màng dầu được thực hiện với các tham số được cho 

trong Bảng 1. 

Đạo hàm phân thứ Caputo có bậc   được chọn với một số giá trị khác nhau: 0,7; 0,8; 0,9; 

0,99; và 1,0. Bắt đầu mô phỏng, tâm của trục bánh răng có tọa độ (0,1e-5; 0,1e-5). Sau 200 bước 

lặp, tâm trục có tọa độ (1,37e-5; 5,23e-6). Hình 6 biểu diễn quỹ đạo chuyển động của trục với bậc 

     . Mô phỏng cho thấy trục bánh răng luôn quay tròn quanh vị trí cân bằng. Bảng 2 thể hiện 

các hệ số đàn hồi và giảm chấn sau 200 bước lặp. Kết quả tính toán cho thấy hệ số đàn hồi ít phụ 

thuộc vào bậc  , trong khi các hệ số giảm chấn có giá trị khá nhỏ. 

Các hệ số đàn hồi                 được thể hiện trong Hình 7 đến Hình 10. Khi bậc đạo 

hàm   thay đổi, giá trị của các hệ số đàn hồi khác nhau ở những vòng lặp đầu tiên, tuy nhiên sau 

đó hội tụ khi số vòng lặp đủ lớn. Điều đó chứng tỏ rằng các hệ số đàn hồi rất ít hoặc không phụ 
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thuộc vào bậc của đạo hàm phân thứ   khi trục bánh răng dao động quanh vị trí cân bằng. Nói 

cách khác, lực đàn hồi vượt trội hơn đáng kể so với lực giảm chấn gây ra bởi vận tốc chuyển 

động quanh vị trí cân bằng. 

Bảng 1. Giá trị các tham số dùng trong mô phỏng 

Tham số Ký hiệu Giá trị Đơn vị 

Đường kính bánh răng D 0,11 m 

Bề dày bánh răng L 0,034 m 

Độ nhớt   (HLP46) 0,041 Pa.s 

Tốc độ quay n 3000 rpm 

Khoảng hở xuyên tâm c 0,05 mm 

Ngoại lực W 3000
 

N 

Khối lượng bánh răng m 5 kg 

Góc lực tác dụng   0 rad 

Bước thời gian    3,0e-5 s 
 

 
Hình 6. Chuyển động của trục bánh răng 

với bậc đạo hàm phân thứ       

Bảng 2. Giá trị các hệ số đàn hồi và giảm chấn (    ) sau 200 vòng lặp 

                                  

0,7 1,4224
 

-2,4036 2,6751 0,7827 0 0 0 0 

0,8 1,4224 -2,4036 2,6751 0,7827 0 0 0 0 

0,9 1,4224 -2,4036 2,6751 0,7827 0,0010 0,0003 0,0004 0,0009 

0,99 1,4224 -2,4036 2,6751 0,7827 0,0139 0,0046 0,0050 0,0131 

1,0 1,4224 -2,4036 2,6751 0,7827 0,0169 0,0056 0,0061 0,0160 
 

 

  
Hình 7. Hệ số đàn hồi     với các bậc   khác nhau 

sau 100 bước lặp 

Hình 8. Hệ số đàn hồi     với các bậc   khác nhau 

sau 100 bước lặp 
 

  
Hình 9. Hệ số đàn hồi     với các bậc   khác 

nhau sau 100 bước lặp 

Hình 10. Hệ số đàn hồi     với các bậc   khác 

nhau sau 100 bước lặp 

Các hệ số giảm chấn                 được thể hiện trong Hình 11 đến Hình 14. Khi bậc   

của đạo hàm phân thứ có giá trị nhỏ (0,7; 0,8; và 0,9), các hệ số giảm chấn giảm dần về 0 theo số 

vòng lặp tính toán. Giá trị của   càng nhỏ thì tốc độ giảm về 0 càng nhanh. Điều này cũng phù 
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hợp với nhận định ở trên là lực gây nên do giảm chấn có độ lớn nhỏ hơn nhiều so với lực đàn hồi. 

Với giá trị   lớn (0,99) các hệ số giảm chấn hội tụ sau một số vòng lặp. Khi   tăng dần đến 1 thì 

giá trị giới hạn càng gần với các hệ số giảm chấn tính được trong trường hợp lực tác dụng màng 

dầu phụ thuộc bậc nhất đối với vận tốc  ̇ và  ̇. 

  
Hình 11. Hệ số giảm chấn     với các bậc   khác 

nhau sau 150 bước lặp 

Hình 12. Hệ số giảm chấn     với các bậc   khác 

nhau sau 150 bước lặp 

  
Hình 13. Hệ số giảm chấn     với các bậc   khác 

nhau sau 150 bước lặp 

Hình 14. Hệ số giảm chấn     với các bậc   khác 

nhau sau 150 bước lặp 

4. Kết luận 

Mô hình hóa lớp màng dầu bôi trơn trong các động cơ cơ khí bởi hệ thống lò xo giảm xóc đã 

chứng minh được sự hiệu quả trong việc tính toán các đặc trưng động học, cũng như mô phỏng 

quỹ đạo chuyển động của trục động cơ. Với sự phát triển nhanh của giải tích phân thứ, trong đó 

đạo hàm thông thường được thay thế bằng đạo hàm với bậc không nguyên, các mô hình toán học 

mới đã và đang được nghiên cứu áp dụng cho những bài toán cổ điển.  

Trong nghiên cứu này, chúng tôi đã đề xuất việc mô hình hóa lớp màng dầu bởi hệ lò xo giảm 

xóc dựa vào đạo hàm phân thứ, đồng thời khảo sát giá trị của bậc đạo hàm phân thứ   trong lân 

cận 1 để xem xét tính chất tiệm cận khi   tiến đến 1. Do đó, bậc   được chọn để mô phỏng nằm 

từ 0,7 đến 1. Mô phỏng cho thấy các hệ số đàn hồi ít phụ thuộc vào bậc  , và các hệ số giảm 

chấn giảm nhanh về 0 với   nhỏ. Ngoài ra, khi bậc   tiến dần đến 1, kết quả tính toán có xu 

hướng hội tụ về trường hợp tuyến tính. Nghiên cứu mới dừng lại ở việc xây dựng mô hình toán, 

thực hiện mô phỏng với một số giá trị của bậc đạo hàm phân thứ. Kết quả thu được có thể làm 

phong phú phương pháp tiếp cận bài toán, cũng như cung cấp nhiều khả năng lựa chọn mô hình 

để mô phỏng trong giai đoạn thiết kế ban đầu của bơm bánh răng ăn khớp trong. Nghiên cứu về 

tính ổn định của mô hình tính toán và kiểm chứng với dữ liệu thực nghiệm sẽ là những hướng đi 

tiếp theo của phương pháp tiếp cận dựa trên giải tích phân thứ. 
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