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Birth—death processes represent a fundamental class of Markov
processes used to model dynamic systems in which states evolve only
between adjacent levels via “birth” (an increase by one unit) or “death”
(a decrease by one unit) events. This paper presents a systematic
overview of birth-death processes, including: (1) the mathematical
foundations with precise definitions of transition rates/probabilities; (2)
a comprehensive classification based on time structure (discrete/
continuous) and process properties (linear, pure); and (3)
multidisciplinary applications spanning from biomedical sciences to
engineering and economics. The core focus of the paper lies in two key
applications: (i) modeling red blood cell dynamics using the Fokker—
Planck equation, illustrating the capacity to describe complex
physiological processes; and (ii) analysis of the M/M/oo queuing system
in service environments, demonstrating efficient resource optimization.
These examples highlight the strength of birth-death processes in
bridging Markov process theory with real-world problems through a
mathematically rigorous yet flexible modeling framework.
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Qua trinh sinh-tr 1a mét 16p qua trinh Markov co ban mé hinh héa cac
hé thong dong ma trang thai chi bién doi giﬁ’a cac muc lién ké thong
qua su kién "sinh" (tang 1 don v1) hoac "ta" (giam 1 don vi). Bai bao
trinh bay tong quan hé thong vé quéa trlnh smh ta, bao gom (1) Co so
toan hoC Vi cac dinh nghia chinh xac vé tc do/xac suat chuyén trang
thai; (2) Phan loai ddy du theo thoi gian (roi rac/lién tuc) va tinh chét
(tuyen tinh, thudn tay); (3) Ung dung da nganh tir y sinh dén ky thuat va
kinh té. Trong tam bai viét phén tich hai ung dung then chét: (i) Mo
hinh d6ng lyc t& bao hdng cu sir dung phwong trinh Fokker- Planck,
minh hoa kha nang moé ta qua trinh sinh 1y phuc tap; (i) Hé théng xép
hang M/M/e trong dich vy, thé hién hiéu qua t6i wu hoa ngudn lyc. Céc
vi du nay khing dinh wu thé cia qua trinh sinh-tir trong viéc két ndi ly
thuyét Markov voi bai toan thuc tidn nho cu trac toan hoc chat ché
nhung linh hoat.
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1. Gioi thiéu

Qué trinh sinh-tu (Birth-death processes - BDPs) 1a m6t nhanh quan trong cua ly thuyét
Markov, mé ta sy chuyén doi trang thai theo thoi gian cua mot hé thdng ma céac bién dong chi
Xay ra giira cac trang thai 1an can. Mdi buéc chuyén doi trong qua trinh nay dai dién cho mét sy
kién “sinh” (tdng mdt don vi trong trang thai) hodc “tu” (giam mot don vi). Ra doi tr dau thé ky
20, qua trinh sinh—tr ban dau duoc phat trlen nhim mé hinh hoéa sy ting truéng quan thé dudi
anh huong cua cac yéu té nhan khau hoc ngau nhién [1] — [3]. Tuy nhién, trai qua nhiéu thap ky,
mo hinh ndy da duoc mé rong manh mé trong linh vuc giai tich ngiu nhién va dugc tng dung
rong rai trong sinh hoc, dich t& hoc, 1y thuyét hang doi, tai chinh, kinh té hoc va k§ thuat.

Theo Beichelt [4] va Goel [5], ngoai vai tré quan trong trong phan tich dong luc quan thé (su
thay doi vé s6 lwong, mat do va cac dic diém khac ctia quan thé theo thoi gian), cac mé hinh
sinh—ttr con hitu ich trong viéc mo ta cac hé thdng sinh hoc phurc tap. Biac biét trong dich t& hoc,
qua trinh sinh-tir duoc st dung dé phén tich sy lan truyén cia cac bénh truyén nhiém nhu HIV,
bang cich mo hinh hoa cac ca nhiém mai (sinh) va ca tir vong hoac héi phuc (tir). Chang han,
nghién ctru cta Levin va cdng su [6] da xay dung mot mo hinh toan hoc dua trén qua trinh sinh—
tar nhim mo ta dong luc sé ca nhidm HIV theo thoi gian, qua d6 du doan xu huéng bung phat
hoac suy giam dich bénh dya trén cac tham sé dich té hoc cét 16i.

Trong linh vyc sinh thai hoc, mo hinh sinh—ttr gitp phén tich sy bién dong sé lugng ca thé
trong quan thé, danh gia nguy co tuyét ching va nghién clru tuong tac gitra cc loai [7]. Trong ly
thuyét hang doi, cac mo hinh nay I3 cong cu thiét yéu trong viéc phan tich va t6i wu hoa hoat
dong cua cac hé théng dich vy, nhu hé théng cham soc khach hang, mang vién thong, hoic trung
tam dir liéu [8]. Ngoai ra, trong tai chinh toan hoc, qua trinh sinh—t dugc ap dung dé dinh gia
cac cong cu phai sinh va mé hinh hoa rui ro tin dung [9], [10].

Muc tiéu ctia bai bao 1a cung cip cho doc gia mot cai nhin t6ng quan vé qua trinh sinh-tu, tir
cac dic tinh 1y thuyét dén ¢ng dung thyc tidn. Do giGi han thoi lwong cua bai bao, ching t6i chi
tap trung trinh bay mot s6 nghién ciru tng dung qua trinh sinh-tir quan trong nhu mé hinh xép
hang va mé hinh phat trién té bao hong cau [11]. Bai bao dwoc céu trac nhu sau: phan 2 gidi
thiéu dinh nghia va thudc tinh co ban cta qua trinh sinh-tir, phan 3 di sdu vao cac ang dung thuc
té trong dich t& hoc, 1y thuyét hang doi.

2. Pinh nghia qua trinh sinh-ti va cac thudc tinh ciia né
2.1. Dinh nghia tong qudt ciia qud trinh sinh-tiv

Pinh nghia 2.1. Qud trinh sinh-tir 1a mot 16p dac biét cua qud trinh ngdu nhién Markov, dugc
dic trung boi tinh chat Markov, tuc 1a xac suat chuyén trang thai trong tuong lai chi phu thudc
vao trang thai hién tai va khong phu thudc vao lich sir trude d6. Qua trinh nay mé ta sy bién dong
ctiia mot quan thé theo thoi gian thong qua hai sy kién chinh:

e Sinh (Birth): Sy gia ting mot c4 thé trong quan thé (vi du: sinh san, lay nhiém méi).

o Tir (Death): Su giam mot ca the trong quan thé (vi du: tir vong, loai bo).

Trang thai cua hé thong, ky hiéu X, (trong truong hop thoi gian roi rac) hoac X (¢) (trong
truong hop thoi gian lién tuc), biéu didn sé lugng ca thé tai budc thoi gian n hoic thoi diém t,
thuoc khong gian trang thai § ={0,1,2,---, N} (httu han) hoac S ={0,1,2,---} (v han dém
dugc). Tinh chdt Markov dam bao rang cac su kién sinh va tu chi phu thuge vao s6 luong ca thé
hién tai, gitip don gian héa viéc mé hinh hoa cac hé thdng ngau nhién nhu sw 14y lan dich bénh,
dong khach hang trong hang doi, hoic ting truong quan thé sinh vat.

Tuy thugc vao truc thoi gian (roi rac/lién tuc), qua trinh nay dugc déc trung bai:

e Xac suat sinh (p,,)/ Tdc d6 sinh (4,,): Xac suat/Cuong d6 mot ca thé mai xuét hién khi quan
thé co n cé thé.

o Xac sudt tir (q,)/ Toc dd tir (u,): Xac suat/ Cuong do mot ca thé bién mat khi quén thé c6 n
ca theé.
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Hinh 1. D6 thi chuyén trang thdi ciia qud trinh sinh tir don gian

Hinh 1 minh hoa so d6 chuyén trang thai cia mot qua trinh sinh—tir thoi gian lién tuc. Mdi
trang thai dugc ky hiéu boi cac sé ty nhién {0, 1,2, -+ }, biéu thi sb luong c4 thé tai thoi diém nhat
dinh. Qua trinh chi cho phép chuyén trang thai lién ké: Tir n sang n + 1 vai toc do sinh A,,; Tirn
sang n — 1 véi tée do tir p,,.

So d6 nay phan 4nh tinh chat Markov r& nét: tai mot thoi diém, hé thong chi phu thude vao
trang thai hién tai va khong phu thudc vao qua khir. Bong thoi, mdi lan thay d6i chi anh huong
dén mot ca thé — tirc 13 qua trinh tién hanh theo cac budc nhay don vi, dic trung cta cac hé thong
nhu ting truong quan thé, mé hinh xép hang, hodc qué trinh ngau nhién trong sinh hoc.

2.2. Phén logi qud trinh sinh-tir theo thoi gian
2.2.1. Qua trinh sinh tur véi thoi gian roi rac

Pinh nghia 2.2. Xét qua trinh ngdu nhién {X,,},,50 biéu dién kich thudc quan thé tai thoi diém
n, V6i khong gian trang thai S = {0,1,2,---, N} (hitu han) hoac S = {0,1,2,---} (v0 han dém
duoc). Qua trinh nay duoc goi la qud trinh sznh tit roi rac néu xac sudt chuyén trang thai tir i
sang j tai thoi diém n thoa man:
(Pi néu j=1i+1 (sinh)

. . ; néfu j=i—1 (t&
P = Py = jlXn = D) = i"l J (t®) 1)

r; néu j =i (gilt nguyén)
0 trwong hop khac

V6i diéu kién chuan hoa: p; + q; +1; = 1; Vi € S.

Trong d6: p; 1a x4c suat hé thong ting thém mot ca thé (sinh) tai trang thai i; g; 1a x4c suat hé
théng giam di mot ca thé (tw) tai trang thai i; r; = 1 — p; — q; 1a x4c suat hé thong khong thay
d6i kich thudc trang thai.

Vi du 2.1 (M6 hinh sinh-tir roi rac véi quan thé vi khudn). Xét mot quan thé vi khuan trong
phong thi nghiém, tai mdi thoi diém (don vi 1a gid), mdi vi khuan co thé: sinh san (thém mot ca
thé) vé4i xac suit p = 0,3; chét (giam mot ca thé) véi xac suit ¢ = 0,2; hoic giit nguyén sé luong
V6ixac sudtr =1 —p—q = 0,5.

Gia st ban dau c¢6 X, = 5 vi khuan. Khi d6, qua trinh {X,,},,5 biéu dién kich thuéc quan thé
tai moi gid 1a mot qua trinh sinh-tir rdi rac véi:

03 néu j=i+1
=0 |02 W T=E0
kO trueong hop khac
2.2.2. Qua trinh sinh tir Voi thoi gian lién tuc

Binh nghia 2.3. Mot qud trinh sinh tir thuan nhat véi thoi gian lién tuc 1a mot chudi Markov
thoi gian lién tuc {X(t),t = 0} véi khong gian trang thai S = {0,1,2,---,N} (h@tu han) hoac
S =1{0,1,2,---} (vd han dém duoc). Qua trinh nay dugc dic trung bodi cac xac suat chuyén tiép
v0 cung nho trong khoang thoi gian At: p; j; (At) = P(AX(t) =jlX() =1).

Trong do, AX(t) = X(t + At) X(t) 1a su thay ddi cua qua trinh trong khoang thoi gian
[t,t + At]. Cac xac suat chuyén tiép duoc xac dinh nhu sau:
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LAt + o(At) néu j=1,

At + o(AL) néu j=-1,
pj+ii(At) = 1— (A +p)At+0(At) néu j=0 B

O(At) néu Jj# -1,0,1,

VGi: A; = 0: Toc do sinh tai trang thai i, tirc 1 tc o chuyén tir trang thai i sang i + 1.
e 11; > 0: Toc @6 tir tai trang thai i, tic 13 tbc d6 chuyén tir trang thai i sang i — 1.
e o(At): Ham c6 gia tri rat nho sao cho limp,_, O(AA:) =
M0 hinh todn hoC Ciia qud trinh sinh - tir thuan nhat
Dé phan tich xac sut trang thai p ;,i(t) = P(X(t) = j|X(0) = i), ta st dung cdc phuong trinh
vi phan Kolmogorov tién

Po,i(8) = =AoPo,i (1) + 1Py, (D),
;i) = Aj_1Pj—1,:(0) = (A + )P, () + tj1Pj41,:(0), 3
Pr,i(t) = —An_1Pn-1,:(t) + pnpn i (1),

V6ij =1,2,..N vapj(t) == p;(t).

Céc phuong trinh ndy mé ta su thay ddi cia xac sudt trang thai theo thoi gian.

Vi du 2.2 (Mé hinh bénh nhdn dén phong kham). Gia sit mot phong kham bénh co thé tiép
nhan bénh nhan dén theo luat Poisson véi toc d6 A = 2 nguoi/gid, va thoi gian kham bénh cho
mdi bénh nhan tuan theo phan phdi mii véi te dd u = 1 ngudi/gid (tc trung binh mdi lwgt kham
mat 1 gio).

Tai thoi diém ¢, néu c6 n bénh nhan dang chd hodc duge phuc v, thi: Xéac suat c6 thém mot
ngudi dén trong khoang thoi gian rat nho dt 1a Adt; Xac suat co mot ngudi roi di 1a nudt; Cac
thay ddi trang thai khac c6 xac suat bac cao hon o(dt) (nghia 1 nho dén mirc ¢ thé bo qua trong
mo hinh).

Goi X(t) 1a s6 bénh nhan dang c6 mit trong hé thng tai thoi diém ¢, bao gom ca dang cho va
dang dugc kham. Khi do, qua trinh {X(¢),t > 0} 1a mot qua trinh sinh-tir lién tuc thuan nhat, véi:

e Tbc d6 sinh: A, = A = 2; Ttc trung binh ¢ 2 ngudi dén mdi gio, khong phu thude vao sd
luong bénh nhén hién tai.

e Tbc d6 tir: p,, = nu = n; Vi mdi bénh nhén roi hé thong (két thic kham) vai toe do u = 1,
nén néu c6 n bénh nhan thi téc do tong thé 1a n.

Mb hinh nay phan dnh mot hé thong xép hang M /M / oo, trong d6: S6 lugng béac si 1a du 16n
dé dam bao rang moi bénh nhan déu duoc kham ngay khi dén, tirc 1a thoi gian chd doi 1a khong
dang ké&; Mbi bénh nhan duge phuc vu doc lap, va qua trinh dén — di dién ra ngiu nhién.

M hinh M /M / co nhu vy thuong dugc str dung dé mo ta cac hé thong dich vu quy mé 16n (vi
du: trung tm tu van y té tryc tuyén, dich vu may chi dam may), noi kha nang xu ly m¢ rong linh
hoat va khong tao ra tac nghén nghiém trong. M6 hinh nay dugc trinh bay chi tiét trong muc 3.2.

2.3. Cdc thudc tinh va bién thé ciia qud trinh sinh-tir
2.3.1. Cac thugc tinh quan trong

Trong 1y thuyét chudi Markov, cac trang thai c6 thé dwoc phan loai dua trén kha ning qua
trinh quay trd lai trang thai do.

Binh nghia 2.4 (Trang thdi tam thoi va tdi dién). Mot trang thai i duoc goi 1a i dién néu xac
suat d¢ qua trinh quay lai trang thai do l1a 1, tac 1a f;; = 1. Trang thai i 1a fam thoi néu f; < 1,
trong do f;; = Zres i 4)

Voi £ = P(Xy = i, Xy %0, m = 1,2,-+,1n — 1|X, = i) 1 x4c sut ma mot chudi Markov
bit dau tir trang thai i, sau n budc, lan diu quay lai trang thai i.
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Mot thudc tinh quan trong trong mé hinh qué trinh sinh-tir 1a thoi gian trung binh dén tuyét
chung. Day la thoi gian trung binh can thiét dé mot quén thé véi kich thudc ban dau 1a k (6 ca
thé) dat dén trang thai tuyét ching (kich thugc quan thé bang 0). Ky hiéu 7, biéu thi thoi gian
trung binh nay, véi diéu kién 7, = 0 (quan thé da tuyét ching khi khong con c4 thé nao).

Pinh nghia 2.5. Cho mot quan thé véi kich thudc ban dau k > 1, thoi gian trung binh dén
tuyét chung 7, thoa man phuong trinh sai phan sau:

T =Pk(1 4+ Ty1) + (L + 7)) + A =P — @) (A + 7)), k=12, (5)
Trong d6: py, 14 x4c suét quﬁn thé‘téngﬂ‘u‘r k 1én k + 1; qy 1a xac suat quan thé giam tir k xudng
k —1; (1 — px — qx) 12 x4c suat quan thé giir nguyén kich thudéc.

2.3.2. Cdc bién thé ddc biét cia qud trinh sinh-tir

a. Qud trinh sinh - ti tuyén tinh
Pinh nghia 2.6. Qua trinh {X(t), t = 0} dwoC goi 14 qud trinh sinh - ti tuyén tinh néu cac toc
d6 chuyén trang thai dugc xac dinh nhu sau: A=A, p=ip 1=0,1,2,. (6)
Trong d6, A > 0: Toc do sinh co ban cua moi ca the, p = 0: Téc d6 tir co ban ctia mdi ¢4 thé.
Qua4 trinh ndy md ta mot quan thé trong d6 mdi ca thé doc lap sinh ra mot ca thé mai vai toc
d6 A va chét vai téc do p. Trang thai 0 (tuyét ching) 1a trang thai hap thy, nghia 1a khi quan thé
dat X(t) = 0, khong co ca thé nao sinh ra (1o = 0).
M&6 hinh todn hoC Ciia qud trinh sinh - tir tuyén tinh
Qua trinh dugc phan tich v6i didu kién ban dau: p; (0) = P(X(0) = 1) = 1, ttc 1a quan thé bt
dau v6i mot ca thé duy nhat (X(0) = 1). Cac phuong trinh vi phan Kolmogorov tién cho xéc suat
trang thai p; () = P(X(t) = j) duoc suy ra tir céc toc do chuyén (6):
po(t) = up: (o),
pj(®) = (G — DApj-1(t) —jAA + wp;(t) + ( + Dup;j1(t), véij=1,2,.. va
pj(t) = 2 (©).
Céc phuong trinh ndy mé ta su thay di ctia x4c suat trang thai theo thoi gian, véi cac thanh phan:
e Sinh: Tir trang thai j — 1 sang j véi toc do (j — 1)A,
o Tir: Tir trang thai (j + 1) sang j véi toc d6 (j + Dy,
e Giit nguyén: Téc do roi khoi trang thai j 1a —j(A + ).
b. Qud trinh sinh thuan tity
Pinh nghia 2.7. Mot chudi Markov thoi gian lién tuc {X(t), t = 0} trén khong gian trang thai
S =1{0,1,2,---,N} (V6i N c6 thé hitu han hoic vo han), chi cho phép chuyén trang thai tir i sang
i + 1 véi moi i tir 0 &én N — 1, dwoc goi 1a qud trinh sinh thuan tiy. Trong qua trinh nay, kich
thudc quan thé chi co thé tang lén.
Néu N 1a hitu han, trang thai N 1a mot trang thai hap thy, nghia 1a quan thé khong thé ting
truong thém nira.
M& hinh todn hoC Ciia qud trinh sinh thuan tity
Qua trinh dwoc phan tich voi didu kién ban dau: py(0) = P(X(0) = N) = 1, tic 1a quan thé
bit diu v6i N ca thé. Cac xéac suét trang thai tuyét doi p;(t) = P(X(t) = i) bang véi xac suit
chuyén trang thai py ;(£) = P(X(t) = i|X(0) = N), va p;(t) = 0 Véi i < N, vi quan thé khong
thé giam kich thudc.
Qué trinh dugc mé ta boi ma tran sinh Q, vai cac phan tir:
A néu j=i+1,
qij =3 —A néu j=1i (8)
0 néu j#i i+1.
Xac suit trang thai p; (t) = P(X(t) = i) langhiém ciia hé phuong trinh vi phan Kolmogorov tién:
po(t) = up1(0),

()
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Pj(®) = G = DAp;_1(6) — A+ mp; (1) + G + Dipjaa (D), V6ij=1,2,... v

PO = Lp,(®). ®

c. Qua trinh tir thudn tiy

Pinh nghia 2.8. Mot qua trinh sinh tir trong d6 chi c6 thé chuyén trang thai tir i sang i — 1 véi
moi i = 1,2, ..., duoc goi 1a qud trinh tir thudn tiiy.

Mo hinh toan hoC Cua qud trinh tir thuan tiy

Gia str phan phdi ban dau 1a: py (0) = P(X(0) = N) = 1, ttc 1a hé thong bat dau ¢ trang thai
N. Khi d6, hé phuong trinh vi phan Kolmogorov tién mé ta sy tién trién cta xac sut trang thai

theo thoi gian 1a:
pn(8) = punpn(6), .
pj(©) = —upi(O) + pir1pis1 (0), i =0,1,...,N — 1 trong d6 p; (t) = —p:(0). (10)

3. Ung dung ciia qua trinh sinh-tir

Trong muc nay, chung t6i nghién ctrtu ng dung cuia qua trinh sinh tir vao cac bai toan thuc
tien nhu: mo ta qua trinh trudng thanh va thanh thai cac t€ bao hong cau ¢ nguoi va quan ly hang
doi trong cac hé thong dich vu.

3.1. M6 hinh mé ti qud trinh truéng thanh va thanh thi cdc té bao héng ciu 6 nguwoi
3.1.1. Bt van dé

Té bao hdng cau 1a thanh phan quan trong van chuyén oxy trong co thé, duy tri sé lugng, kich
thudc (thé tich), va lugng hemoglobin ¢ trang thai can bang khi co thé khoe manh. Tuy nhién,
cac bénh nhu thiéu mau (bao gdm thiéu mau do tan mau va thiéu sit) 1am rdi loan sy can bang
nay. Nghién ctru cua Higgins va Mahadevan [11] da xay dung mot m6 hinh toan hoc dya trén qua
trinh sinh-tr va phuong trinh Fokker-Planck dé mo ta cach té bao hong cau phat trién va bi loai
bo, nham hiéu rd su thay doi theo thoi gian, du doan cac van dé sirc khoe, va hd trg nghién ctiu 'y
hoc. Vi c6 hang ty té bao trong co thé, mo hinh tap trung vao hanh vi chung cua toan bd nhom,
dua trén dir liéu xét nghiém cong thirc mau toan phan (CBC), gitip viéc phan tich trd nén thuc té
va hiéu qua.

3.1.2. M6 hinh todn hoc

Mo hinh cta Higgins va Mahadevan [11] mé ta dong luc hoc quan thé hdng ciu thong qua
qué trinh sinh t, trong do:

« Sinh (birth): H3ng ciu mai duoc san xuat tir tay xuong véi toe do xac dinh.

o Tir (death): Hong cau bi loai bo khoi tuan hoan do 1o hoa hoic tén thuong.

Mo hinh tap trung mé ta phan phdi xac sudt két hop theo thoi gian cua thé tich v va ham
lwong Hemoglobin h, ky hiéu 1a P(v, h, t). Phan phéi nay dwoc xap xi bang phwong trinh Fokker-
Planck, mé ta cac thanh phan dich chuyén c6 huéng, thanh phan khuéch tan, ty 1¢ sinh, va ty I¢ tir
ctia quan thé té bao hong cau.

M0 hinh str dung cac ky hiéu sau:

e v —thé tich cua té bao hong cau; e & —nhiéu ngau nhién;
e h —ham lugng hemoglobin; e B —tham s6 diéu chinh thay ddi nhanh;
o t —thoi gian; e « —tham s6 diéu chinh thay d6i cham.

e f —phan giam dinh huéng;

a. Phwong trinh dong luc hoc

bong luc hoc cua thé tich va hemoglobin dugc mo ta bai hé phuong trinh vi phan:

Wt g (11)

trong do
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f, = aeP?(v — h), thay dbi cua thé tich, Jn= aefr(h —v), thay d6i ctia hemoglobin

va bién d6ng ngiu nhién & tuan theo phan phdi chuan vai ky vong bing 0 va phuong sai duoc

xac dinh nhu sau:
£ = { N(0,2D,), bién dong cua thé tich,
N(0,2Dp), bién dong cua hemoglobin.

Dong luc hoc cua toan by quan thé hong cau duge md ta bang phuong trinh Fokker-Planck

cho phan bd xac suét thé tich-hemoglobin P (v, h, t):
oP

i —V-(Pf)+V-(D-VP)+b(v,ht)—d(v, ht)P, (12)
véi ma tran khuéeh tan

D, 0
b= [ 0 Dh]'
trong do:
e —V - (Pf): Thanh phan dich chuyén c6 hudng, biéu thi xu huéng thay ddi xac dinh cua
phan phi.

e V- (D - VP): Thanh phan khuéch tan, phan anh bién dong ngau nhién.
e b(v,h,t): Ty l& sinh, biéu thi sy san sinh té bao hdng ciu tir tay xuong.
e d(v, h,t)P: Ty & ti, biéu thi su thanh thai té bao do 130 héa hoic ton thuong.

Qua trinh sinh va tir (b va d) trong phuong trinh nay phan anh viéc cac té bao hong cau lién
tuc dugc thém vao quan thé tir tiry xuwong va bi loai bo khoi tudn hoan do cac co ché khac nhau.
Trong trang thai can bang dong ¢ ngudi khoe manh hoic trong cac truong hop thiéu mau nhe,
tong sb té bao hong cau duoc sinh ra (birth) bang téng s6 té bao bi loai bo (death):

ff d(v,h)P dv dh = ff b(v,h)dv dh.

Q. Trang thdi én dinh ‘ 5
O nguoi khoe manh, cong thirc mau toan phan (CBC) dat trang thai 6n dinh, tic 1a P(v, h, t)
hoi tu vé phan phoi trang thai 6n dinh P, (v, h):
lime_g P(v, 1, t) = Pu(v,h), Vo Z2=0.
bé phetm tich dir liéu caa tirng bénh nhan, Higgins va Mahadevan [11] da >§éc dinh mot bo
tham s6 toi wu (a, B, D, v,) sao cho md hinh c6 the tai tao chinh xéc trang thai 6n dinh quan sat
dugc tir cc chi s6 CBC cua bénh nhan d6. Viéc nay duoc thyc hién thong qua phuong phap binh
phuong t6i thiéu dé tim ra su phu hop tt nhét gitra dit liéu CBC do dugc va phan phdi trang thai
on dinh theo mo6 phong.
Phén phoi trang théi on dinh P, dugc xac dinh bang phuong phap gidi tich, dva trén hai gid
thiét quan trong:
e Thir nhit, tc do thanh thai té bao (w) 1a mot ham tuyén tinh theo trang thai.
e Thu hai, tong toc @ sinh méi cua té bao 1a mot hang so6, dugc xac dinh bai nghich
d40 cuia hai 1an tudi tho trung binh ctia té bao hdng ciu, tirc 21_1
biéu nay c6 nghia la ¢ trang thai 6n dinh, qua trinh tao méi hdng Cf?lu duogc duy tri & mét téc
d6 khong doi, va toc do nay ty 1€ nghich véi tudi tho trung binh cua té bao. Noi cach khéc, tudi
tho cang ngan thi co thé cang phai san sinh hong cau nhanh hon d€ duy tri trang thai can bang.
Khi dat trang thai 6n dinh (aaLf = 0), phuong trinh Fokker-Planck tr¢ thanh:

P,

—=0=—]Pm+LPm+me+P0f fd(v,h),
Al (=] +L+w)P, +P Lp £ L+ w) 1Py~
—_— - —_— == —(— B —
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Trong d6, w dai dién cho xac suét thanh thai té bao, va J (thanh phan dich chuyén c6 huéng),
L (thanh phan khuéch tan) lan luot 1a cac nghiém bac nhat va bac hai cua phuong trinh Fokker-
Planck, dugc tinh toan bang phwong phép so:

J=a [f = Pl(w) A, [f - P](h) L - Dy8¢[pl(w) | DnSilpl(h)
ok k k2 k2

Va P, 1a hang sd ty 1¢ sinh, bang nghich dao cua gap doi tudi tho trung binh ( ) Vi 7 12 tudi
tho trung binh cua té bao hong cau.

c. Két lugn

Tir phan tich mé hinh ctia minh, cac tac gia da dua ra cac két luan sau:

e Mo hinh dya trén qua trinh sinh-tir va phuong trinh Fokker-Planck da mo ta thanh cong
qua trinh truong thanh (tir té bao gde dén hong cau trudng thanh trong 7-10 ngdy) va thanh thai
(qua 14 1ach sau 120 ngay) cua té bao hong cau, phan anh chinh xac chu ky séng tu nhién.

e M5 hinh hd tro hiéu qua trong viéc hiéu rd hon vé su phat trién va loai b6 té bao, ddng thoi
cung cép cong cu du doan va phén tich thiéu mau thong qua dit liéu xét nghiém mau (CBC).

e M5 hinh c6 han ché khi khong thé md phong cac bénh phuc tap nhu thiéu mau ning do
thiéu dir liéu chi tiét, va phu thudc nhiéu vao chét lugng xét nghiém mau.

e K&t qua nghién ctru khang dinh gi4 tri ciia phuong phap théng ké trong nghién ciru sinh
hoc, d6ng thoi mé ra tiém ning tng dung rong rai trong cac linh vue nhu huyét hoc va bénh hoc.

3.2. Qudn Iy hang doi va mé hinh xép hang trong cdc hé thong dich vu
3.2.1. Dt vdn dé

Mot tng dung quan trong ciia cac qué trinh sinh-tir lién quan dén mé hinh héa cac co so dich
vu, duoc trinh bay trong nghién ciru cua Beichelt [8]. Trong d0, sy xuat hién cua khach hang tai
mat co s dich vu duge xem nhu mot qua trinh ngau nhién. Khi c6 may chi san sang, khach hang
s& dugc phuc vu ngay 1ap tirc. Tuy nhién, néu tat ca cac may chu déu ban, khach hang co thé phai
cho doi hodc roi di ma khong nhan dugc dich vu. Viéc quan Iy hiéu qua qua trinh nay 1a mot
trong nhirng yéu cau cdt 16i nham nang cao chat luong dich vu, giam thiéu thoi gian cho doi va
t6i wu héa nguon luc phuc vu.

Cac hé théng hang doi co thé dugc phan thanh ba loai co ban:

e Hé thdng ton thit (Loss system): Pay 14 loai hé théng khong cho phép khach hang cho doi.
Khi khach hang dén ma khong c6 may chu nao ranh dé phuc vu, ho s& ngay lap tac roi khoi hé
théng ma khéng dugc phuc vu.

e He thong cho doi (Waiting system): Trong hé théng nay, khach hang s& doi cho dén khi
dugc phuc vu. Hé théng c6 kha ning chd doi khong gidi han hoic vo han.

e Hé thdng chod doi-tén that (Waiting-loss system): Trong hé thdng nay, chi mét sé lugng
khach hang nhat dinh c6 thé chd doi do kha ning chd doi bi gisi han.

Hé thong c6 nhidu may chi duoc goi 1a hé thdng da may chu, trong khi hé thdng chi c6 mot
méy cht duoc goi 14 hé théng don may chi.

Phan tich quan 1y hang doi tap trung vao khia canh van hanh va ra quyét dinh: can bao nhiéu
may chu dé dap ung nhu cau? C6 nén phan ludng khach theo mirc do wu tién? Lam sao dé giam
s6 khach roi di ma khong dugc phuc vu?

Vi thé dé thiét ké va danh gia hiéu qua hoat dong cua cac hé thdng quan 1y hang doi, 1y thuyét
xép hang (queueing theory) cung cap mot khung mé hinh toan hoc chét ché. Theo Beichelt [8],
c4c tiéu chi cin quan tAm bao gdm Xac sudt ma khach hang dén s& duwoc phuc vu; va thoi gian
trung binh ma khach hang phai cho doi dé dugc phuc vu.
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3.2.2. Mé hinh toan hoC

a. Cac ky hi¢u

Mot hé théng xép hang thuong duge mé ta bang ky hiéu Kendall dudi dang: A/B/ s/m

Trong do:

e A: Phan phdi thoi gian dén (arrival process),

e B:Phan phdi thoi gian phuc vu (service process),
e s5: S6 lugng may chi,

e m: Strc chira tdi da ctia hé thdng (sé khach hang).

Trong pham vi nghién ctru ndy, chung ti tdp trung vao mé hinh xép hang st dung qua trinh
sinh t&. Trong s6 cac mo hinh xép hang thuéc ho Markov, m6 hinh M/M/ oo duoc lya chon vi
tinh don gian vé mat toan hoc nhung van du kha nang mé ta nhitng hé thong c6 sb luong ngudn
phuc vu rét 16n hodc khong giéi han — vi du nhu cac hé théng cham séc y té tir xa, dich vu dién
toan dam may, hoac truy cap di liéu song song. Khac v&i cac mo hinh nhu M/M/ 1 hoac
M/M/ c, noi nguoi dung co thé phai cho doi khi tat ca cac kénh phuc vu déu ban, mé hinh
M/M/ o gia dinh rang mdi khach hang dén hé thong luon dugc phuc vu ngay lap tirc ma khong
can xép hang. Diéu nay phan anh chinh xac cac bdi canh dich vy hién dai c6 kha ning mé rong
linh hoat ngudn lyc (nhu hé thdng tu dong, cac may cha mang 16n, hoic dich vu phan phdi khong
giai han), tir d6 giup don gian hoa qua trinh phan tich va cung cép cong thirc chinh xac cho phan
phdi trang thai ding ciling nhu cac chi tiéu hidu suat quan trong.

b. M6 hinh M /M ] o

M0 hinh M/M/ oo 1a mot hé théng véi:

e Qua trinh khach dén 1a Poisson v&i cudng do 2,
e Thoi gian phyc vu 1 phan phéi mii voi cudng do p,
e S6 lugng may chu 1a vo han.

Khi d6 s6 khach hang dén hé thdng tai thoi diém t, {X(t),t > 0}, 1a mot qua trinh sinh-tir
thuan nhat trén khong gian trang thai Z véi ti 18 sinh, tir tvong ng: A; = A, p; = ip (tac 14 &
trang thai i, khach hang dén hé théng véi cuong d6 khong déi A, khong phu thude vao sb khach
dang co; déng thoi vi c6 i khach dang duogc phuc vu doc Iap, mdi khach c6 ty 1& roi khoi hé thng
1a u, nén téng ty 16 khach roi hé thong la i) va phan phéi ban dau py(0) = P(X(O) =0)=1
(diéu nay dam bao & thoi diém bat dau t = 0, hé thong ¢6 it nhat 1 khach hang dén phuc vu).

Do d6, hé cac phuong trinh vi phan mé ta hé théng c6 dang:

po () = up1(t) — Apo(¢).
pi(t) = Ap;_1(t) — A+ w)p;(®) + (G + Dupj1 (), j=1,2,.. (13)
Dé giai hé phuong trinh vi phan trén, ta str dung ham sinh x4c suat, dugc dinh nghia nhur sau:
M(t,z) = X2opi(D)7,
trong do p;(t) = P(X(¢) = i) va z la mét bién phuy trg. Ham nay ma hoa tat ca cac xac suat trang
thai thanh mot chudi iy thira.

Nhan phuong trinh th j véi z/ va ldy tong tir j = 0 dén oo ta thu dwoc mot phwong trinh vi

phan tuyén tinh thuan nhit cho ham sinh xéc suat:
oM(t, z) oM(t, z)
T +u(z — 1)7 = Az - I)M(t, z).
Khi d06, hé cac phuong trinh vi phan tuong tng la
oM (t,z) oM (t,z)
T = ‘U(Z - 1) T = A(Z - 1)M(t,Z)

Tir diéu kién ban dau po(0) = 1 suy ra M(0,z) = 1. Tach bién va ldy tich phan céc phuong
trinh vi phan ta duoc
“A(1-emHt) —(1 e ”t)Z

M(tz)—e#
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bé gé duqq cac x4c sudt trang thai tuyét dbi, chung ta can khai trién ham sinh xac suét va trich
ra hé sé cua z/:

p;j(t) = _(1 j! #—t)] e_ﬂl(l_e_#t).

Day 1a phan phdi Poisson véi cuong do . (1 — e™#t). Khi t - oo, cac xdc suét trang thai tuyét
ddi p;(t) hoi tu Vé cac xac suat trang thai dung:

i)J -1
mj = limy_,e p;(t) =%eﬂ, j=0,1,..

O trang thai dumg, trung binh sé lwong may chii ban bang véi cuong d6 luu lwong cua hé
thong: E[X] = % Diéu nay cho thy trung binh sé khach hang dang dugc phuc vu (hodc may chu
ban) bang cuong d6 deén chia cho cuong do phuc vu.

4. Két luan

Bai bdo nay da cung cAp mét cai nhin tong quan c6 hé thdng v& qua trinh sinh—tir, tir co s¢ ly
thuyét nén tang dén cac ung dung thyc tién trong nhiéu linh vic. Thong qua viéc phan tich cau
truc todn hoc va phan loai cac dang mo hinh, bai viét nhan manh vai tro trung tam cua BDPs
trong viéc mé hinh héa cac hé thong dong co trang thai thay d6i don vi.

Diém noi bat cua nghién ciru 1a viéc minh hoa hai tng dung tiéu biéu: mé hinh hoéa dong lec
hoc cua té bao hong cau str dung phuong trinh Fokker—Planck, va phan tich hé thng xép hang
M/M/ oo trong mdi truong dich vy. Ca hai vi du deu thé hién rd vai tro cua BDPs trong viéc két
noi ly thuyét xac suit voi cac van dé thuc tién co cu trac ngdu nhién. Tir do, c6 thé thiy rang véi
su két hop gitra tinh don gian trong biéu dién va tinh linh hoat trong ung dung, cdc mé hinh sinh—
tar khong chi 14 mot cong cu toan hoc manh m& ma con 1a mot hudng tiép can hiéu qua trong
nghién ctru dinh lugng hién dai.
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