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The problem of constructing Delaunay triangulation is one of the
important problems in Computational Geometry. The Delaunay
triangulation has been used widely in computational geometry and
extended to other multi-purpose domains, for example, GIS, terrain
modelling, computer graphics, pattern recognition, finite element
analysis... As a result, developing fast and effective algorithms to
construct the Delaunay triangulation is becoming more and more
important. There are a variety of sequential algorithms implemented
effectively for constructing the Delaunay triangulation. In this paper,
we present a sequential algorithm for constructing the Delaunay
triangulation of a finite planar point set based on divide-and-conquer
stratery. In particular, we use a restricted area of the examination of
points for testing the circle criterion. The efficiency of the proposed
algorithm is verified by comparing its performance with the Delaunay
triangulation procedure given by O’Rourke. The results show that the
implementation of our algorithm significantly achieves better speedups
over O’Rourke’s code.
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Hinh hoc tinh toan

Bai toan xay dung ludi tam giac Delaunay la mot trong cac bai toan co
ban trong hinh hoc tinh toan. Ludi tam giac Delaunay da dugc su rong
rdi trong hinh hoc tinh toan va dwgc ma rong sang nhiéu linh vuc khéac
nhu hé théng thong tin dia 1y (GIS), md hinh héa dia hinh, d6 hoa may
tinh va da phwong tién, phan ti hitu han, nhan dang mau... Do d6, viéc
phat trién cac thuat toan nhanh va hiéu qua dé xay dung lu6i tam giac
Delaunay ngiy cang tré nén quan trong. C6 nhiéu thuat toan tuan tu
duoc cai dat mdt cach hiéu qua dé xay dung tam gidc Delaunay. Trong
bai bao ndy, ching toi trinh bay mot thuat toan tuan tu dé xay dung ludi
tam giac Delaunay ctia mot tap diém phing hitu han dya trén chién luoc
chia dé tri. Cu thé, chung t6i dua ra mot ving gii han dé loai bo di cac
diém khong can thiét cho viéc kiém tra tiéu chi duong tron trong quéa
trinh ghép ndi hai ludi tam giac Delaunay trong hai tap con lién ké
nhau. Tinh hiéu qua cua thuat toan dé xuét dugc chirng minh bang viéc
so sanh sy thyc thi cua n6 voi mot sy cai dat xay dung ludi tam giac
Delaunay dwoc dwa ra béi O’Rourke. Cac két qua thuc nghiém chi ra
ré‘mg su cai dat thuat toan chung t6i thu dugc su tang tdc tét hon dang ké
S0 V&i su cai dit cua O’Rourke.
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1. Gioi thigu

Bai toan xay dung ludi tam giac Delaunay 1a mot trong cac bai toan co ban trong hinh hoc
tinh toan. Ludi tam giac Delaunay cing véi do thi ddi ngau cua né so dd Voronoi di duoc tng
dung rong rai trong nhiéu linh vuc nhu hé thong thong tin dia 1y (GIS), md hinh héa dia hinh, d6
hoa may tinh va da phuong tién, phan tir hitu han, nhan dang mau [1]-[3]... Vi nhiing &g dung to
I6n cua ludi tam giac Delaunay trong cac linh vyc ndi trén nén nhiéu nha nghién ctru da dua ra
céc thuat toan ca tuan tu Idn song song dé xay dung ludi tam giac Delaunay. Pién hinh 1a cac
cong trinh ctia Fortune [4] véi thuat toan quét; Dwyer [5], Guibas va Stolfi [6] v&i thuat toan chia
dé tri; thuat toan tang dan cua Green va Sibson [7]...

Rat nhiéu cac thuat toan hiéu qua dé xay dung ludi tam giac Delaunay ca tuan ty Ian song
song [8]-[10] 1a dua trén chién lugc chia dé tri. Chi tiét thuat toan xay dung ludi tam gidc
Delaunay dya trén chién lugc chia dé tri duoc trinh bay trong [5], (6], [10], [11]. Thuat toan chia
dé tri dugc dé xuat boi Shamos va Hoey [12] va dugc ung dung dé xay dung so dd Voronoi véi
d6 phuc tap thoi gian la O(nlogn). Thuat toan nay sau do dugc su dung bdi Guibas va Stolfi [6],
Lee va Schachter [11] dé xay dung ludi tam giac Delaunay, thoi gian chay cua no 1a tiém can t6i
uu (do phuc tap thoi gian la O(nlogn)). Dwyer [5] tlep tuc cai tién thuat toan dé lam ‘giam do
phtic tap thoi gian téi O(nlog logn), tuy nhién s6 diém dau vao 16n nhét cho sy cai tién nay l1a
65536 diém.

Trong bai bdo ndy, ching toi trinh by mot thuat toan tuan ty méi dé xay dung ludi tam giac
Delaunay ciia mot tap diém phang hitu han dua trén chién lugc chia dé tri cua Guibas va Stolfi.
Cu thé, chiing t6i dua ra mot ving gidi han dé loai bo di cac diém khong can thiét cho viéc kiém
tra ti€u chi duong tron trong qua trinh ghép ndi hai luéi tam giac Delaunay trong hai tap con lién
ké nhau.

Bai bao dugc to chirc nhu sau: Trong Phan 2, chiing t6i s& trinh bay mot s6 khai niém co ban
va xem xét lai mot vai cong viée c6 lién quan, sau d6 chung toi trinh bay thuat toan dé xuit. Phan
3 dua ra cac két qua thuc nghiém. Phan cudi danh cho két luan.

2. Cé s& 1y thuyét va thuat toan dé xuat
2.1. Co 56 Iy thuyét

Cho V = {vy, Vy,..., Vo} 1a mot tap bao gébm n diém phan biét trong khong gian Euclidean hai
chidu ] 2. Gia st rang, tit ca cac diém la khong thing hang va khong co bbn diém nao nam trén
cung mot dudng tron. V6i hai diém p, q bat ky trong mat phang, ching téi ky hiéu mot doan
thang hay canh [p,q] = {(1-2)p + 4g : 0 <2 <1} va ky hiéu pq 1a duong thang di qua hai diém p
va q [13]. Mét duong thang c6 hudng 1a mét duong thang dugc xdc dinh boi hai diém da cho
trong mot thir tu cu thé (p,g). Mot diém z nam bén trai cua (p,q) néu dién tich cua tam giac theo
thir tr nguoc chiéu kim ddng hd Apgz (Apgz biéu thi mot tam giac véi ba dinh p,g,z) 1a dwong
[14]. Bat E 1a tap cac canh hay doan thang giira cac dinh trong V.

Pinh nghia 2.1 [14]: Lu6i tam giac T = (V,E) 1a mot d6 thi phiang ma mdi canh khong chira
diém nao khac ngoai hai diém diu mat cua no, khong c6 hai canh nao cit nhau va tat ca cac mat
1a nhitng tam giac vai hop cua chiing 1a bao 16i cua tap diém V.

binh nghia 2.2 [14]-[16]: M6t canh [vi,vj] € E duge cho la thoa mén ddc tinh dudng tron rong
néu ton tai mot duong tron di qua v, vj sao cho duong tron nay khong chtra bat ky dlem nao cua Vv
& bén trong n6. Mot ludi tam giac T ciia V 1a mot ludi tam gidc Delaunay (DT(V)) néu mdi canh
cua T thoa méan déc tinh dudng tron rong. Tam giac Av; ViV 1a mot tam gidc Delaunay cua DT(V)
néu va chi néu dudng tron ngoai tiép clia nd khong chira bat ky diém nao cua V & bén trong no.

bic tinh sau cung trong dinh nghia trén dugc goi la ti€u chi duong tron. N6 thuong dugc su
dung nhu mot quy tic dé xay dung lu6i tam gidc Delaunay.

Dinh nghia 2.3 [14]-[16]: Mot tiép tuyen chung cua hai da giac 16i don gian 1a moét doan
thang nam & bén ngoai ciia ca hai da giac, giao cat mdi da giac tai mot dinh duy nhat. Néu duoc
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kéo dai vo han theo bat ky hudng nao, tiép tuyén chung s& khong cét vao phan bén trong cua bat
ky da giac nao. Tiép tuyén chung trén la duong thang giao cit mdi da giac tai mot dinh sao cho
toan bo phan cua ca hai da giac nam dudi duong tiép tuyén nay. Tiép tuyén chung dwai la duong
thang glao cit mdi da giac tai mot dinh sao cho toan bd phan ciia ca hai da giac nam trén duong
tlep tuyen nay.

Thuét toan ctia Guibas va Stolfi [6] 12 m6t thuat toan tuan tu quan trong duoc sir dung dé xay
dung ludi tam giac Delaunay ctua mot tap diém phang hitu han. Thuat toan nay phu hop véi mo
hinh chia dé tri tiéu chuan trong viéc giai quyét mot bai toan bang cach chia ¢ quy né thanh cac
bai toan con nhé hon va sau d6 két hop cac két qua cia cac bai toan con dé giai bai toan ban dau.
Thuat toan cua Guibas va Stolfi la hiéu qud (d6 phuc tap thoi gian trong truong hop Xau nhat 1a
O(nlogn)) véi mot cau trac dir lidu Quad-edge dé hd trg cho viéc ghép ndi hai ludi tam gidc
Delaunay (DT) trong hai tap con lién ké nhau va do vy ching t6i da chon thuat toan chia dé tri
cua Guibas va Stolfi. Cac budc co ban nhu sau:

1)  Séap xép tap diém V theo thir tu ting dan bai toa do x.
2)  Chia tap diém V thanh cac tap con trai va phai (V_ va Vi) sao cho mdi tap con c6 sd
luong diém xap xi nhau.
3)  Xay dung mot cach dé quy céac ludi tam giac Delaunay DT(V,) va DT(VR).
4)  Ghép nbi hai lu6i tam gidc Delaunay DT(V,) va DT(Vg) dé tao thanh DT(V, U Vg).
Vo

Hinh 1. Ludi tam gidc Delaunay

Trong thuat toan cta Guibas va Stolfi, budc quan trong va phuc tap nhat 1a ghép néi hai lugi
tam gidc trai va phai. Trong Hinh 1, chiing ta thay hai canh Delaunay duoc thém méi lién ké nhau
¢6 chung mot dinh, do d6 mot chudi cac canh Delaunay ndi tiép nhau duoc tao thanh theo
phuong théng dung, diéu nay 1am cho qué trinh ghép ndi tuan theo mot thir tyr tir dudi 1én trén.
bé ghép noi hai ludi tam gidac Delaunay trai va phai, DT(V,) va DT(Vg), ching t6i can sir dung
cac tiép tuyén chung trén va dudi cua hai bao 16i CH(V,) va CH(Vg). Hai tlep tuyen chung nay
chinh 14 hai canh Delaunay trong DT(V, U Vg) [11]. Qua trinh ghép ndi bat dau véi tiép tuyen
chung dudéi cua hai bao 1i, goi n6 1a duong co s¢ basel va chon mot diém thir ba trong cac diém
lién ké véi hai diém dau mut cua tiép tuyen chung dudi dé tao thanh mot tam giac Delaunay bang
cach kiém tra tiéu chi dudng tron ngoai tlep rong Luc nay chung ta c6 thé két ndi diém dau mut
trai (trong V) t6i mot diém lién k& véi diém dau mat phai (trong V) cua tlep tuyén chung dudi
hoac két ndi diém dau mut phai (trong Vg) toi mot diém lién ké véi diém dau mut trai (trong V)
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cua tiép tuyén chung dudi dé tao thanh mot canh Delaunay méi trong DT(V, U Vg). Qué trinh
ghép ndi duoc 13p lai voi canh Delaunay méi nay thay thé cho tiép tuyén chung dudi va tré thanh
mot duong basel méi. Khi duong basel nay 1én téi tiép tuyén chung trén cia hai bao 16i, qua trinh
ghép ndi két thuc.

Mot vi du clia qua trinh nay dugc minh hoa trong Hinh 2. Pudng tron ngoai tiép Cr cua tam
giac Arsr; khong chira diém nao cta Vg & bén trong ctia nd va dudng tron ngoai tiép C cua tam
giac Arsly khong chtra diém nao ciia Vi ¢ bén trong ctia né. Bay gio chung ta co két ndi |, toi s
hoic ry t6i r. Trong Hinh 2, Cg chira |y & bén trong ciia nd, vi thé ching ta chon canh [s,l;] 1a mot
canh Delaunay trong DT(V,. U Vg).

Hinh 2. Minh hoa qud trinh ghép noi DT(V) va DT(Vy) dé tao thanh DT(V, \U V)
2.2. Thudt todn dé xut

bat vV ={vy, v,,..., va} 12 tap bao gom n diém phan biét trong mat phing va duoc sap Xep ting
dan theo toa do x. Gla sir rang tat ca cac diém l1a khong thang hang va khong c6 bbn diém nam
trén ciing mot duong tron. Véi mdi diém v; chiing t6i luu mot danh sach cac diém lién ké co thir
tw Viy, Vig,..., Vik Sa0 cho canh [vi,vi], j =1, ..., k 1a mot canh Delaunay (canh cua mot tam giac
Delaunay du’crc goi la canh Delaunay). Chung ta biét rang, qua trinh ghép ndi hai ludi tam giac
trai va phai lién ké nhau 1a quan trong va t6n nhiéu chi ph1 nhét, vi vay trong phan nay chung t61
dé xuat mot thuat toan méi dé ghép ndi hai lui tam giac Delaunay DT(V,) va DT(VR) dé tao
thanh DT(VL N\ VR)

Thuat toan

Input: Hai ludi tam giac Delaunay DT(V,) va DT(Vg), tiép tuyén chung trén va dudi cua hai
bao 16i CH(V,) va CH(Vg).

Output: Ludi tam giac Delaunay DT(V, W Vg).

Buoc 1: /* Khoi tao */

a. Gan r — diém dau mut trai cua tiép tuyén chung dudi, s « diém dau mat phai cua tiép
tuyén chung duéi.

Goi ADD(r,s) dé tao thanh mot canh Delaunay [r,s].

b. Gan p «— diém dau mut trai cua tiép tuyén chung trén, q < diém diu mat phai cua tiép
tuyén chung trén.
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Goi ADD(p,q) dé tao thanh mot canh Delaunay [p,q].

Budc 2: /* Bat dau véi tiép tuyén chung dudi */

a.  Néu duodng tron di qua ba diém r, s, g thoa man tiéu chi duong tron thi canh [r,q] 1a mot
canh Delaunay va nhay téi Bwoéc 5.

b.  Trai lai néu duong tron di qua ba diém r, s, p théa mian tiéu chi duong tron thi canh [s,p]
la mot canh Delaunay va nhay téi Bwéc 6.

c. Trailai

i.  Tim mot diém u trong cac danh sach 1ién ké cua r va s sao cho u nam vé phia trai (r,s) va
duong tron di qua ba diém r, s, u thoa mén tiéu chi dudng tron.

ii. Néu u o trong danh sach lién ké& caa r thi canh [s,u] 1a mot canh Delaunay va nhay téi
Budérc 3.

iii. Trailai, canh [r,u] 12 mot canh Delaunay va nhay téi Buéc 4.

Buérc 3:

a. /* Thém mot canh Delaunay vao trong DT(V, W Vg) */

Goi ADD(s,u) dé tao thanh mot canh Delaunay [s,u]

b. /*Xéa cac canh khong phai la canh Delaunay trong DT(V. © Vg) */

Véi mbi diém u’ nam giira r va u trong danh sach lién ké cua r theo hudng nguoc chiéu kim
ddng hd (CCW): Néu canh [r,u’] 1a mét canh Delaunay thi DEL (r,u’).

c. Ganr « uvanhay téi Buéc 2.

Budrc 4:

a. /* Thém mot canh Delaunay vao trong DT(V, W Vg) */

Goi ADD(r,u) dé tao thanh mot canh Delaunay [r,u]

b. /*Xéa cdc canh khong phai la canh Delaunay trong DT(V. © Vg) */

Véi mdi diém »’ nam giira s va u trong danh sach lién k& cua s theo huéng cung chiéu kim
dong hd (CW): Néu canh [s,u’] 1a mot canh Delaunay thi DEL (s,u”).

Cc. Géans « uvalap lai Buéc 2.

Buérc 5:

a. /* Thém mot canh Delaunay vao trong DT(V, W Vg) */

Goi ADD(r,q) dé tao thanh mét canh Delaunay [r,q]

b. /*Xéa cdc canh khong phai la canh Delaunay trong DT(V. W Vg) */

Véi mdi diém »’ nam giita s va q trong danh sach lién k& cua s theo huéng cung chiéu kim
ddng hd (CW): Néu canh [s,u ] 1a mot canh Delaunay thi DEL (s,u”). STOP.

Buéc 6:

a. /* Thém mot canh Delaunay vao trong DT(V, W Vg) */

Goi ADD(s,p) dé tao thanh mét canh Delaunay [s,p]

b. /*Xéa cac canh khong phdi la canh Delaunay trong DT(V. U Vi) */

V6i mdi diém u’ nam giira r va p trong danh sach lién ké cua r theo hudng ngugc chiéu kim
dong ho (CCW): Néu canh [r,u’] 1a mot canh Delaunay thi DEL (r,u”). STOP.

Trong thuat toan & trén ham ADD(a,b) c¢6 chirc ning thém a vao trong danh sach lién ké cua b
va b vao danh sach lién ké ctia a ¢ vi tri thich hop. Ham DEL(a,b) x6a a tir danh sach lién ké cua
b va b tir danh sach lién ké cua a.

Mot diéu can luu ¥ 1a c6 nhitng canh 1a canh Delaunay trong DT(V,) hogc DT(Vg) ma khong
la canh Delaunay trong DT(V. W Vg), nhitng canh nay s€ bi x6a khoi DT(V. U VR) (cac Budc
3b, 4b, 5b, 6b). Trong Hinh 1 ching ta thiy [s,q] 1a mot canh Delaunay trong DT(Vg). Tuy nhién,
trong qua trinh ghép néi, duong tron di qua ba diém s, |, va ry théa mén tiéu chi duong tron, trong
khi duong tron di qua ba diém's, |; va q khong thoa min tiéu chi duong tron d6i vai tap V. Thém
nita, diém g nam giira s va ry trong danh sach lién ké cua s theo hudng cung chiéu kim dong hd
va tung d6 cua q co gia tri Ion hon tung do cua ry, didu nay dan dén canh [ly,r;] ludn cit canh
[s,q]. Do do, canh [s,q] khong 1a canh Delaunay trong DT(V. U Vg) va phai bi x6a khoi DT(V,
U Vg). Chiing ta thdy ring, khi dudng tron di qua ba diém s, I, va r; thoéa mén tiéu chi dudng
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tron ddi véi tap V, néu ton tai mot diém u’ nam giita s va ry trong danh sach 1ién ké cua s theo
huéng cung chidu kim dong hd thi canh [s,u’] khong 1a canh Delaunay trong DT(V, U Vg) va
phai bi x6a khoi DT(V, U Vg). Vi vdy, chung ta khang dinh rang cac Budc 3b, 4b, 5b, 6b 1a hoan
toan chinh x4c.

Pé kiém tra mot tam giac nao d6 c6 thoa tiéu chi dudng tron, thong thuong chung ta phal
kiém tra tat ca cac diém cua tap V, didu nay dan toi lam ting thoi gian tinh toan. Dé giam bét s6
diém can kiém tra, chung t6i dua ra mot ving gidi han cho viéc kiém tra cac diém, khi d6 chiing
ta chi can kiém tra nhirng diém thudc ving giGi han do.

Trong Hinh 3, ching ta can ghép ndi hai ludi tam gidc Delaunay trai va phai. Bé kiém tra liéu
tam gidc A V,V7Vs 6 1a mot tam giac Delaunay hay khong, chiing ta can kiém tra xem duong tron
Y ma di qua vy, V7, Vs c6 thoa man tiéu chi duong tron hay khong. Bat O 1a tdm ctia duong tron
W, k 1a duong thang di qua O va song song véi truc hoanh, k cit W & B va C. Bat m; 1a duong
thang di qua B va song song vi truc tung, m, 1a dudng thiang di qua C va song song véi truc tung.
Bay gio dé kiém tra xem duong tron ¥ c6 thoa mén tiéu chi duong tron hay khong, ching ta chi
can kiém tra cac diém ma c6 hoanh d6 nam glu'a hoanh d¢ cua hai diém B va C (viing mau xam
trong Hinh 3 chinh 13 viing gidi han cho viéc kiém tra). R rang rang, khoang cach tir mot diém
bat ky nim ngoai ving gidi han nay dén O luén ludn 16n hon ban kinh cta duong tron W, va do
vay chung bi bo qua khi kiém tra tiéu chi dudng tron.

Hinh 3. Viing gidi han cho viéc kiém tra cdc diém
3. Két qua thuc nghigm

Bang 1. Thoi gian chay thuc té thudt todn ciia chiing téi va sw cai dat ciia O 'Rourke (tinh theo gidy)

S6 diém dau Téng s6 tam giac Sw cai dat caa Thuit toan cia chiing
vao Delaunay O‘Rourke t6i
100 198 5.669 1.297
500 980 10.761 2.342
1000 1914 15.322 3.676
5000 9968 35.723 6.587
10000 19859 50.260 8.371

Thuat toan ctia chung t6i dugc cai dat béng ngon ngit 1ap trinh C va dugce so sanh vai mot su
cai dat xay dung ludi tam giac Delaunay duoc dua ra boi O’Rourke [14]. M3 nguon dugc bién
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dich bang trinh bién dich GNU C trén hé diéu hanh Ubuntu 18.04, bo vi xir 1y Intel Core i3 2.67
GHz, RAM 8 GB. Thoi gian chay thuc té thuat toan cua chung t6i va sy cai dat cia O’Rourke
trén mot s6 tap hitu han cac diém duoc liy ngau nhién bén trong mot hinh vudng c6 kich ¢& 1000
x 1000 duoc dua ra trong Bang 1 va Hinh 4. Cac két qua nay chi ra rang, thuat toan cua chiing toi
chay nhanh hon dang ké su cai dat cia O’Rourke.
54
52 50,26
50
48
46
44
42
40
38
36
34
32
30
28
26
24
22
20
18
16
14
12
10

=—@= S| cai dat ciia O'Rourke

= @= Thuéat toan cta chung toi

8,371
6,587
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D
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\

100 500 1000 5000 10000

Hinh 4. Thoi gian chay thuc té thudt todn ciia chiing t6i va sw cai dat ciia O ’Rourke (tinh theo gidy)
4. Két luan

Trong bai bo nay, ching t6i d dua ra mot thuat toan tuan tu dé xay dung ludi tam giac
Delaunay cua mot tap diém phang hitu han duya trén chién luoc chia dé tri. Bén canh do6, chung t6i
cling dwa ra mot ving gidi han (ving mau xam trong Hinh 3) cho viéc kiém tra cac diém khi st
dung tiéu chi dudng tron. Chuong trinh dugc cai dit bang ngon ngir C va c6 thé dé dang bién
dich trén cac hé diéu hanh khac.
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