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above-mentioned problem without the monotonicity assumption on the 
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m-Hessian có trọng ( , ) ( )mF u z H u   khi  ( , )F t z là một hàm đơn 

điệu không giảm theo biến thứ nhất và  là độ đo triệt tiêu trên các tập 

m-cực. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu bài toán giải phương 

trình m-Hessian có trọng ở trên mà không cần giả thiết đơn điệu của hàm 
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thiết hàm ( , )F t z đơn điệu theo biến thứ nhất. Chúng tôi cũng giải 

phương trình m-Hessian có trọng ở trên trong trường hợp độ đo   bị 

chặn bởi một hàm thích hợp của m-dung lượng và đưa ra một ví dụ về độ 
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1. Đặt vấn đề 

Toán tử  Monge-Amp è re phức ( )c ndd u  đóng vai trò quan trọng trong lý thuyết đa thế vị. 

Trong [1] E. Bedford and B. A. Taylor định nghĩa  toán tử  Monge-Amp è re trên lớp các hàm đa 

điều hòa dưới bị chặn địa phương và chỉ ra tính liên tục của nó trên các dãy giảm các hàm đa điều 

hoà dưới bị chặn địa phương. Sau đó trong [2], [3], U. Cegrell giới thiệu lớp các hàm ( )  và 

( ) không nhất thiết bị chặn địa phương mà trên đó toán tử Monge-Amp è re vẫn xác định. 

Giải phương trình Monge-Amp è re ( )c ndd u   và các phương trình dạng Monge-Amp è re là 

bài toán được nhiều nhà Toán học nghiên cứu (xem [4]-[7]). 

Trong [8] Z. Blocki giới thiệu lớp hàm m-điều hoà dưới là sự mở rộng của lớp hàm đa điều 

hoà dưới và nghiên cứu toán tử m-Hessian phức ( ) ( )c m n m

mH u dd u     trên lớp các hàm m-

điều hoà dưới bị chặn địa phương và chỉ ra tính liên tục của nó trên các dãy giảm các hàm m-điều 

hoà dưới bị chặn địa phương. Trong bài báo [9] Lữ Hoàng Chinh giới thiệu lớp Cegrell 

( ), ( )m m  các hàm m-điều hoà dưới không nhất thiết bị chặn địa phương mà toán tử m-

Hessian phức xác định và liên tục dưới dãy giảm. Trong lý thuyết về các hàm m-điều hòa dưới, 

việc giải phương trình m-Hessian phức đóng vai trò quan trọng. Trong [10] Vũ Việt Hùng và 

Nguyễn Văn Phú đã giải phương trình m-Hessian phức ( )mH u   trong lớp ( )m   khi tồn tại 

dưới nghiệm trong lớp này. Trong [11] A. El. Gasmi giải phương trình trên trong lớp ( )m f  

nếu tồn tại dưới nghiệm trong lớp này. Trong [12], Lê Mậu Hải và Vũ Văn Quân giải phương 

trình dạng m-Hessian phức ( , ) ( )mF u z H u   trong lớp ( )m   nếu tồn tại dưới nghiệm trong 

lớp này. Gần đây, H. Amal, S. Asserda và A. El. Gasmi [13] đã giải phương trình dạng m-

Hessian phức ở trên trong lớp ( )m f nếu tồn tại dưới nghiệm trong lớp này. Tiếp tục hướng 

nghiên cứu của các tác giả trên, trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu giải phương trình m-

Hessian có trọng ( , ) ( )mF u z H u    trong lớp ( )m f khi độ đo  triệt tiêu trên tập m-cực và 

bị chặn bởi toán tử m-Hessian của một hàm thuộc lớp ( )mF f . Chúng tôi cũng nghiên cứu giải 

phương trình m-Hessian có trọng trong trường hợp độ đo  bị chặn bởi một hàm của mCap . 

2. Phƣơng pháp nghiên cứu 

Vận dụng, cải tiến các phương pháp truyền thống của lý thuyết đa thế vị cho các hàm đa điều 

hòa dưới để áp dụng cho các hàm m-điều hoà dưới.  

Vận dụng sáng tạo các kỹ thuật của Giải tích hàm đặc biệt là áp dụng nguyên lý điểm bất động 

Schauder. 

3. Kết quả và bàn luận 

3.1. Các kiến thức chuẩn bị 

Các kiến thức cần thiết về đa điều hòa dưới độc giả có thể tham khảo trong [14], các kiến thức 

cơ bản về  hàm m-điều hòa dưới độc giả có thể tham khảo trong [9], [15]. Một tóm tắt các tính 

chất của hàm m-điều hòa dưới được sử dụng trong bài báo này, độc giả có thể tham khảo trong 

phần Premilinaries từ mục 2.1 đến mục 2.6 của bài báo [16]. 

Trong bài báo này chúng ta luôn giả thiết  là một miền m-siêu lồi bị chặn trong .n
  

Bổ đề dưới đây là một kết quả độc lập rất thú vị và là công cụ quan trọng được sử dụng để 

chứng minh các kết quả chính của bài báo. Kết quả tương tự cho các hàm đa điều hòa dưới có thể 

xem trong [17]. 
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Bổ đề 3.1. Cho  là một độ đo dương, có trọng hữu hạn trên   và triệt tiêu trên các tập con 

m-cực. Giả sử rằng dãy hàm { } ( )j mu SH    thỏa mãn các điều kiện sau:  

(i) 
1

sup j
j

u d




   . 

(ii) 
ju  hội tụ hầu khắp nơi tới hàm ( )mu SH    theo 2ndV . 

Khi đó chúng ta có 

lim | | 0.j
j

u u d


   

Chứng minh: 

Chúng ta chia chứng minh thành hai bước. 

 Bƣớc 1. Chúng ta chứng minh 

lim .j
j

u d ud 
 

       (1) 

Thật vậy, từ giả thiết (i), tồn tại dãy con của dãy ju ( để đơn giản ta vẫn sử dụng kí hiệu ju ) 

sao cho lim j
j

u d a


 . 

Mặt khác theo Định lý hội tụ đơn điệu chúng ta có  

lim max{ , } .
N

u N d ud 
 

    

Với 1N   cố định cho trước nếu chúng ta có  

lim max{ , } max{ , }j
j

u N d u N d 
 

     

thì sử dụng quá trình lấy dãy đường chéo "diagonal process" chúng ta có đẳng thức (1). Do 

đó, chúng ta chỉ cần chứng minh đẳng thức (1) cho dãy ju và u bị chặn dưới đều. 

Do giả thiết ( )    và dãy ju bị chặn dưới đều chúng ta có tập 1: { }j jA u    là bị chặn 

trong không gian Hilbert 
2( , )L  . Do đó theo Định lý Mazur, tồn tại dãy ju  thuộc bao lồi của 

tập A sao cho ju hội tụ đến u  trong 
2( , )L  . Từ đó tồn tại dãy con của dãy ju  (để thuận tiện 

cho việc trình bày ta vẫn kí hiệu dãy con đó bằng kí hiệu dãy ju ) sao cho dãy ju hội tụ hầu khắp 

nơi đến  u  theo .d   

Mặt khác, theo giả thiết (ii)  chúng ta có ju u  trong 
2

2( , )nL dV . Do đó  

*(sup )k
k j

u u


  trên  .  

Theo Định lý hội tụ đơn điệu kết hợp với độ đo   triệt tiêu trên các tập con m-cực chúng ta có 

*lim (sup ) lim (sup ) .k k
j jk j k j

ud u d u d ud a   
     

        

Từ đó chúng ta có đẳng thức (1). 

Bƣớc 2.  

Đặt 
*: (sup )j k

k j

v u


 .  Khi đó ,j j jv u v u   trên   và jv u  trong 
1

2( , ).nL dV  

Theo Bước 1 chúng ta có 

lim lim .j j
j j

v d ud u d  
   

        (2) 

Bởi bất đẳng thức tam giác chúng ta có 
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 | | ( ) ( ) 2 ( ) ( ) .j j j j j ju u d v u d v u d v u d u u d    
    

              

Kết hợp với đẳng thức (2) chúng ta có điều phải chứng minh. 

3.2. Phương trình m-Hessian phức có trọng 

Cho hàm :F   là hàm số liên tục và ( ) ( ) ( ).m mf MSH C        

Trong Định lý dưới đây, chúng tôi giải phương trình m-Hessian phức có trọng trong trường 

hợp độ đo  triệt tiêu trên các tập m-cực trong   và bị chặn bởi toán tử m-Hessian của một hàm 

thuộc lớp ( ).m f  Chú ý rằng các kết quả về giải phương trình dạng m-Hessian trong [12] và 

[13] cần dùng giả thiết hàm F là hàm đơn điệu theo biến thứ nhất. Trong bài báo này chúng tôi 

giải phương trình dạng m-Hessian mà không cần giả thiết hàm F đơn điệu theo biến thứ nhất. 

Định lý 3.1. Cho  là độ đo không âm, có trọng hữu hạn và triệt tiêu trên các tập con m-cực 

trên  . Nếu các điều kiện sau đây thỏa mãn: 

(i) Tồn tại hàm 
1( ) ( , )m f L     sao cho ( ).mH    

 (ii) ( , ) 1F t z   với  mọi 0, .t z    

Khi đó phương trình  

( , ) ( )mF u z H u    

có nghiệm  
1( ) ( , ).a

mu f L      

Chứng minh: Đặt 

: { ( ) : }.mu f u f     

Dễ thấy   do .   Từ Mệnh đề 3.3 trong [10], chúng ta suy ra rằng nếu ( )mu f  

thì 
1

2( , ).nu L dV   Do đó  là tập con lồi, compact trong 
1

2( , ).nL dV  Theo Bổ đề 3.1, 

chúng ta suy ra  là tập compact trong 
1( , ).L    

Với mỗi hàm ,u  chúng ta có 
1

( , )
d

F u z



 là độ đo triệt tiêu trên các tập m-cực và có 

trọng hữu hạn. Do đó, theo Định lý 4.4 trong [11], tồn tại duy nhất hàm ( )a

mv f  là nghiệm của 

phương trình 
1

( ) .
( , )

mH v d
F u z




 Hơn nữa, bởi giả thiết (i) và (ii), chúng ta có 

( ) ( ).m mH v H   Từ Mệnh đề 2.13 trong [13] chúng ta suy ra .v   Do đó chúng ta có 

.v  

Từ lập luận trên, chúng ta xét toán tử :   biến mỗi một hàm u  thành hàm  

: ( )v u   là nghiệm duy nhất của phương trình 
1

( ) .
( , )

mH v d
F u z




 

Tiếp theo chúng ta sẽ chứng minh toán tử  liên tục trên 
1( , )L d . Xét dãy hàm 

{ } ,ju   ju hội tụ tới u trong 
1( , )L d . Ta cần chứng minh ( ) ( )ju u   trong 

1( , )L d . Thật vậy, tồn tại một dãy con của dãy { }ju ( để thuận tiện về mặt trình bày ta vẫn 

dùng kí hiệu dãy con đó là { }ju ) sao cho ju u  hầu khắp nơi theo .d  Với mỗi z  ta đặt  



TNU Journal of Science and Technology 229(02): 140 - 147 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                  144                                                 Email: jst@tnu.edu.vn 

1 1
( ) : inf

( , )
 j

k j
k

z
F u z







, 

2 1
( ) : sup

( , )
j

k j k

z
F u z







. 

Khi đó, chúng ta có: 

(i) 1 21
0 ( ) ( ) 1

)
 

( ,
j j

j

z z
F u z

    


  với mọi 1.j    

(ii) 
1 2 1

lim ( ) lim ( )
( , )

j j
j j

z z
F u z

 
 

 


 hầu khắp nơi theo .d  

Theo Định lý 4.4 trong [11] tồn tại các hàm 
1 ( )j mv f  là nghiệm của các phương trình 

1 1( )m j jH v d  , hàm 
2 ( )j mv f  là nghiệm của phương trình 

2 2( )m j jH v d   và hàm jv là 

nghiệm của phương trình 
1

( ) .
( , )

 m j

j

H v d
F u z




 

Theo Mệnh đề 2.13 trong [13] chúng ta có 
1 1 2 2, .j jv v v v   Hơn nữa, kết hợp Mệnh đề 2.13 

trong [13] và (i) chúng ta có 
1 2( ) .j j j jv v u v        (3) 

Mặt khác, theo (ii) và Định lý hội tụ đơn điệu chúng ta có 

1 1
( ) ,

( , )
 m jH v d

F u z



 

2 1
( )

(
 

, )
m jH v d

F u z



. 

Do đó, theo Định lý 3.8 trong [10] chúng ta có 

1 1
( ) ( ( )),

( , )
m mH v d H u

F u z
 


 

2 * 1
(( ) ) ( ( )).

( , )
m mH v d H u

F u z
 


 

Theo Mệnh đề 2.13 trong [13] chúng ta có 
1 2 *( ) ( )v v u   trên .  

Kết hợp với bất đẳng thức (3), chúng ta có ( ) ( )ju u  ngoài một tập con m-cực của .  

Do độ đo  triệt tiêu trên các tập con m-cực, chúng ta có ( ) ( )ju u  trong 
1( , )L d . 

Như vậy ta đã chứng minh được toán tử :   liên tục.  

Theo Định lý điểm bất động Schauder tồn tại u  sao cho ( ).u u  Dễ thấy ( )mH u  

triệt tiêu trên các tập m-cực, do đó chúng ta có ( ).a

mu f  Định lý được chứng minh. 

Tiếp theo chúng tôi giải phương trình m-Hessian có trọng trong trường hợp độ đo   bị chặn 

bởi một hàm của 
mCap . Kết quả của Định lý sau đây lấy ý tưởng từ [18]. 

Định lý 3.2. 

Cho  là độ đo Borel không âm trên   với trọng hữu hạn và :[0, ) [0, )G     là hàm 

không giảm sao cho (0) 0G   và 
1

1
( ) .

m
G ds

s



   



TNU Journal of Science and Technology 229(02): 140 - 147 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                  145                                                 Email: jst@tnu.edu.vn 

Nếu các điều kiện sau đây được thỏa mãn 

(a) ( ) ( ( ))mX G Cap X  với mọi tập con Borel X  của  . 

(b) Tồn tại hàm đo được : [0, ]H    sao cho 

( , ) ( ), ( , ) ( ,0)F t z H z t z        và  : .
1

c
H

d


    

Khi đó phương trình m-Hessian phức có trọng 

( , ) ( )mF u z H u    

có nghiệm ( )mu  . 

Chứng minh: 

Đặt  

: : ( ) .( ){ }m mu H u c


     

Chúng ta sẽ chứng minh rằng  là tập lồi. Thật vậy, với [0,1],  ta cần chứng minh  

( (1 ) ) .mH u v c 


    

Theo Mệnh đề 3.3 trong [10] chúng ta có 

( (1 ) ) ( (1 ) )c m n m

mH u v dd u v     

 
        

0

(1 ) ( ) ( )
m

k m k c k c m k n m

k

m
dd u dd v

k
    





 

   
 

  

0

(1 ) ( ) ( )
m

k m k c k c m k n m

k

m
dd u dd v

k
    




 
 

 

    

0

(1 ) ( ) ( )[ ] [ ]
k m km

k m k m m
m m

k

m
H u H v

k
 





 



 
 
 

    

0

(1 )[ ]
m

k m k

k

m
c c

k
  



  
 


 

 . 

Do đó chúng ta có là tập lồi. 

Tiếp theo chúng ta sẽ chứng minh là tập compact trong 1( , ).L  Thật vậy, theo Mệnh đề 

3.3 trong [10] chúng ta có 
1

2( , ).nL dV    

Lấy một dãy { }ju   trong . Với 0s   theo Định lý 3.1 trong [19] chúng ta có 

1
({ }) ( ) .m j m jm m

c
Cap u s H u

s s
             (4) 

Do đó ju  không thể hội tụ đều đến   trên các tập con compact của  . Từ đó, tồn tại dãy 

con của  ju ( để tiện trình bày ta vẫn kí hiệu là ju ) hội tụ đến ( )mu SH     

trong  2

1 ( , )loc nL dV . Theo Bổ đề 4.7 trong [20] chúng ta suy ra ( ).mu    

Tiếp theo chúng ta sẽ chứng minh ju  hội tụ đến u đến trong 1( , ).L  Thật vậy, từ giả thiết 

(a) và (0) 0G  chúng ta có  là độ đo triệt tiêu trên các tập m-cực. Theo Bổ đề 3.1 chúng ta chỉ 

cần chứng minh rằng 
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1

sup ( ) .j
j

u d


       (5) 

Thật vậy, theo giả thiết (a) và áp dụng (4) với chú ý rằng G  là hàm không giảm, chúng ta có 

({ }) ( ({ })) ( ). j m j m

c
u s G Cap u s G

s
        

Do đó theo giả thiết 
1

1
( ) ,

m
G ds

s



  chúng ta có 

01 1

sup ( ) sup ({ }) .j j
j j

u d u s ds 


 

        

 Như vậy chúng ta có bất đẳng thức (5). 

Theo Bổ đề 3.1 chúng ta có ju u  trong  1( , ).L  Như vậy chúng ta có  là tập lồi và 

compact trong 1( , ).L   

Mặt khác, chúng ta đã có   là độ đo triệt tiêu trên các tập m-cực. Hơn nữa từ giả thiết (b) 

chúng ta suy ra độ đo 
1

( , )
d

F u z



  có trọng hữu hạn. Theo Định lý 4.4 trong [11], tồn tại 

( )mv    sao cho 
1

( ) .
( , )

mH v d
F u z




 Hơn nữa, từ giả thiết (b) chúng ta có  

1 1
( ) .

( , )
mH

H
v d d c

F u z
 


 

  
    

Do đó chúng ta có .v  

Chúng ta xét toán tử :  biến mỗi một hàm u  thành nghiệm duy nhất 

): ( ) (mv u     của phương trình 
1

( ) .
( , )

mH v d
F u z




 

Sử dụng lập luận như trong chứng minh của Định lý 3.1 (chỉ có một sự thay đổi nhỏ là thay 

thế chặn trên của dãy 
2{ }j là 1 trong Định lý 3.1 bởi 

1

H
), chúng ta có  là liên tục. Theo Định 

lý điểm bất động Schauder toán tử có điểm bất động là nghiệm của phương trình

( , ) ( ) .mF u z H u    Định lý được chứng minh. 

Nhận xét 

 Theo Mệnh đề 2.1 trong [21], với mọi ) (0,p
n

n m



  tồn tại một hằng số k  chỉ phụ thuộc 

vào p  sao cho 2 ( ) ( ) p

n mV X kCap X với mọi tập con Borel X của .  Do đó độ đo Lebesgue 

2ndV  thỏa mãn giả thiết (a) với hàm ( ) pG x kx   ở đó p là một số bất kì thuộc 
1

( , ) 
m

n

n m
 . 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã giải phương trình m-Hessian có trọng ( , ) ( )mF u z H u     

trong lớp ( )mF f  khi độ đo  triệt tiêu trên các tập m-cực và bị chặn bởi toán tử m-Hessian của 

một hàm thuộc lớp ( )mF f . Chúng tôi cũng đã giải phương trình trên trường hợp độ đo   bị 

chặn bởi một hàm của 
mCap . 
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